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1. INTRODUCAO

De modo aos nossos académicos assumirem uma conduta critica e reflexiva em
sua atuacdo profissional, a Semana da Matemética proporcionou espagos de formacdo
diferenciados por meio de palestras, minicursos, atividades artisticas e culturais, entre
outras acdes, que abordaram temas atuais e relevantes para a formacdo inicial e
continuada do professor de Matemética, e ainda, propiciou a aproximacdo entre
académicos, pesquisadores e professores de matematica, buscando ampliar a relacdo do

curso com as demais institui¢cdes de ensino.

Nesse contexto, a VI SEMAT proporcionou a troca de saberes e a mobilizacao
dos mesmos, por meio de atividades das quais os saberes matematicos, os saberes
profissionais e os saberes experienciais docentes foram compartilhados com a

comunidade participante do evento.

2. HISTORICO DO EVENTO

A Semana da Matematica da UTFPR — Toledo (SEMAT) surgiu no ano de 2013
com o intuito de complementar a formagdo dos académicos do curso de Licenciatura em
Matematica da instituicdo proponente, que tem como preocupacdes preparar o
académico para o exercicio do magistério no Ensino Fundamental e Médio, bem como
formar pesquisadores, com atitudes criticas e reflexivas nas &4reas de Educacdo

Matematica, Matemética Aplicada e Matematica Pura.

A SEMAT ja estd em sua sexta edi¢do, indicando uma consolida¢do na
realizacdo do evento, sendo esperado, principalmente, pelos académicos do curso e
docentes da regido. A cada ano contamos com a participacdo de mais alunos e docentes
de instituicdes da regido de Toledo, como é o caso de instituicoes de Assis

Chateubriand, Cascavel, Foz do Iguacu, Francisco Beltrao, Palotina, Pato Branco, etc.

Vérios temas ja foram discutidos e abordados nas semanas da matemética

anteriores:
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* “A Matematica ¢ seus encantamentos: histéria, ciéncia e inclusao” (V SEMAT

—2017);
* “A Matematica na Harmonia da Natureza” (IV SEMAT — 2016);
* “A matematica e seus caminhos: vencendo limites” (IIl SEMAT — 2015);

» “Matematica em foco: integrando saberes, compartilhando experiéncias” (II

SEMAT -2014); e
* “Perspectivas do Ensino e da Pesquisa em Matematica” (I SEMAT — 2013).

Levando em consideracio o contexto tecnolégico em que vivemos e as
caracteristicas de nossa institui¢do, primeira universidade tecnoldgica do pais, pensamos
ser pertinente abordar na VI SEMAT a temadtica: “Ser professor que ensina matematica

em uma era tecnoldgica”.

3. OBJETIVOS

A VI SEMAT teve como objetivo complementar a formacao dos académicos do
curso de Licenciatura em Matemética da instituicdo. Além disso, teve como propdsito
preparar o académico para o exercicio do magistério no Ensino Fundamental e Ensino
Médio, bem como formar professores e pesquisadores com atitudes criticas e reflexivas
nas areas de Educacio Matematica, Matematica Aplicada, Mateméitica Pura e
Estatistica. Configurou-se também como uma oportunidade para académicos, pds-
graduandos, professores e pesquisadores engajarem-se em atividades de pesquisa e na
divulgacao de seus trabalhos.

O evento também propiciou, por meio das apresentagdes orais, a divulgagdo das
pesquisas e trabalhos produzidos pelos académicos e demais participantes. Além disso,
a terceira edicdo do Sarau da Matematica viabilizou a participacdo dos docentes e

académicos em atividades artisticas e culturais.
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4. PUBLICO-ALVO

Graduandos, pds-graduandos e profissionais das areas de Educacdo, Educacdo

Matematica, Matematica Pura, Matematica Aplicada e Estatistica.

5. PERIODO DE REALIZACAO

O evento foi realizado entre os dias 07 € 11 maio de 2018.

6. PERIODICIDADE DO EVENTO

Esta foi a VI Semana da Matematica do Campus da UTFPR Toledo, cuja

periodicidade se da anualmente.

7. REALIZACAO

O evento foi realizado pela Coordenacdio do Curso de Licenciatura em
Matematica da Universidade Tecnologica Federal do Parand (UTFPR) sob a
responsabilidade da comissdo organizadora, nomeada pela portaria n° 143, de 17 de

agosto de 2016.

8. COMISSAO ORGANIZADORA

A Comissao Organizadora do evento (Quadro 1) foi composta por professores —
Doutores e Mestres - pertencentes ao quadro docente da UTFPR, Campus Toledo e por

académicos do curso de Licenciatura em Matematica.

Quadro 1 — Componentes da Comissao Organizadora do Evento

COMPONENTES UNIVERSIDADE
Prof. Dr. Emerson Tortola UTFPR — campus Toledo

Coordenadores

Profa. Ma. Jahina F. A. Hattori UTFPR — campus Toledo
Profa. Ma. Aline Keryn Pyn UTFPR - campus Toledo
Prof. Me. Ivan José Coser UTFPR — campus Toledo
Prof. Dr. Plinio L. D. Andrade UTFPR — campus Toledo
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Prof. Me. Renato Francisco Merli

UTFPR - campus Toledo

Prof. Dra. Vanessa Largo

UTFPR - campus Toledo

9. COMISSAO DE APOIO

A Comissado de Apoio do evento (Quadro 2) foi composta por professores
pertencentes ao quadro docente da UTFPR, Campus Toledo, e por académicos do curso

de Licenciatura em Matematica.

Quadro 2 — Componentes da Comissao de Apoio

COMPONENTES UNIVERSIDADE

Profa. Ma. Marcia Regina Piovesan

UTFPR — campus Toledo

Profa. Ma. Karen Carrilho da Silva Lira

UTFPR — campus Toledo

Daiane Maria Seibert

UTFPR — campus Toledo

Danieli Felichak

UTFPR — campus Toledo

Raphael Fernando de Melo

UTFPR — campus Toledo

Tais Francine da Silva

UTFPR — campus Toledo

Tawine Leticia Azarias

UTFPR — campus Toledo

'Vitoria FenilliVidaletti

UTFPR — campus Toledo

Marco Aurélio Tavares Amaral

UTFPR — campus Toledo

José Rodrigues dos Santos

UTFPR — campus Toledo

Patricia Cristina Silva Amaral

UTFPR — campus Toledo

10. COMISSAO CIENTIFICA

A Comissao Cientifica do evento (Quadro 3) foi composta por professores

pertencentes ao quadro docente da UTFPR, Campus Toledo.

Quadro 3 — Componentes da Comissao Cientifica do Evento

COMPONENTES
Prof. Dr. Plinio L. D. Andrade

UTFPR — campus Toledo

UNIVERSIDADE

Profa. Dra. Vanessa Largo

UTFPR — campus Toledo

Profa. Ma. Aline Keryn Pyn

UTFPR - campus Toledo

Coordenadores

Prof. Dr. Emerson Tortola

UTFPR — campus Toledo

Prof. Me. Ivan José Coser

UTFPR — campus Toledo

Profa. Ma. Jahina F. A. Hattori

UTFPR — campus Toledo

Prof. Me. Loreci Zanardini

UTFPR - campus Toledo

Prof. Me. Renato Francisco Merli

UTFPR - campus Toledo
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11. COMISSAO DE PARECERISTAS

A Comissao de pareceristas do evento (Quadro 4) foi composta por professores

pertencentes ao quadro docente da UTFPR, Campus Toledo e por professores externos.

Quadro 4 — Componentes da Comissao de pareceristas do Evento

COMPONENTES
Dr. Plinio L. D. Andrade

UNIVERSIDADE

Ma. Aline Keryn Pyn

UTFPR — campus Toledo

Ma. Ana Paula Zanim

UEM - campus Maringa

Dra. Araceli Ciottin de Marins

UTFPR — campus Toledo

Dra. Daniela Trentin Nava

UTFPR — campus Toledo

Dr. Diego Fogaca Carvalho

Unopar — unidade Londrina

Dr. Fabio Alexandre Borges

Unespar — campus Campo Mourdo

Dr. Gustavo Henrique Dalposso

UTFPR — campus Toledo

Ma. Heloisa Cristina da Silva

UTFPR — campus Toledo

Me. Ivan Jose Coser

UTFPR — campus Toledo

Ma. Jahina Fagundes de Assis

UTFPR — campus Toledo

Dra. Jocelaine Cargnelutti

UTFPR — campus Toledo

Me. Julio Cezar R. de Oliveira

SEED — Toledo

Ma. Karen Carrilho da Silva Lira

UTFPR — campus Toledo

Ma. Larissa Hagedorn Vieira

UTFPR — campus Pato Branco

Me. Leandro Antunes

UTFPR — campus Toledo

Ma. Marcia Regina Piovesan

UTFPR — campus Toledo

Dra. Regiane Slongo Fagundes

UTFPR — campus Toledo

Me. Renato Francisco Merli

UTFPR — campus Toledo

Dr. Robson Willians Vinciguerra

UTFPR — campus Toledo

Dr. Rodrigo M. Dias Andrade

UTFPR — campus Toledo

Dra. Suellen Ribeiro P. Garcia

UTFPR — campus Toledo

Dra. Veridiana Rezende

Unespar — campus Campo Mourdo

Dr. Wilian Francisco de Araujo

UTFPR — campus Toledo

12. CRONOGRAMA DO EVENTO

A Tabela abaixo apresenta a grade basica da programacdo do Evento.

Auditério 1

Data Horario Programacgao

18h00 - 19h00 Inscri¢des e entrega de material
19h00 - 20h00  Solenidade de abertura

07/05/2018
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20h00 - 21h30 Palestra de abertura
21h30-22h00 Langamento de livro / Coffee break

19h00 - 20h30  Oficinas - Grupo 1 Salas de Aula
08/05/2018 20h30-21h00 Coffee break Corredores
21h00 - 22h30  Oficinas - Grupo 1 Salas de Aula
08h30-10h00  Oficinas - Grupo 2 Salas de Aula
10h00 - 10h30  Coffee break Corredores
10h30-12h00  Oficinas - Grupo 2 Salas de Aula
13h30 - 15h00  Oficinas - Grupo 3 Salas de Aula
09/05/201 8
15h00 - 15h30  Coffee break Corredores
15h30-17h00  Oficinas - Grupo 3 Salas de Aula
19h00 -21h00  Mesa de discussao .
Auditorio 1
21h00-21h30 Coffee break
19h00 - 20h30  Oficinas - Grupo 4 Salas de Aula
10/05/2018 20h30-21h00 Coffee break Corredores
21h00 - 22h30  Oficinas - Grupo 4 Salas de Aula
19h00 - 20h00  Comunicagdes orais Salas de Aula
11/05/2018
20h00 - 23h00  |ll Sarau da Matematica Ginasio

PALESTRA DE ABERTURA (AUDITORIO 1) - Ser professor que ensina
Matematica em uma era tecnoldgica.

e Prof. Dr. Marcelo de Carvalho Borba — Professor do Programa de Pos-
Graduacido em Educaciao Matematica da UNESP — Rio Claro. Coordenador do
Grupo de Pesquisa em Informética, Outras Midias e Educacdo Matemética
(GPIMEM). Desenvolve pesquisas nas areas de EaD online, Modelagem,
Tecnologias Digitais, Videos e Metodologia de Pesquisa Qualitativa.

Download da apresentac¢io:

http://www2.td.utfpr.edu.br/semat/VI semat/UTFPR-ToledoV 1.pdf

MESA DE DISCUSSAO (AUDITORIO 1) — Priticas de pesquisa em Matematica e
o uso da tecnologia

e Prof. Dr. Rogério Martins Gomes — Professor Titular da carreira de Ensino
Basico, Técnico e Tecnologico do Centro Federal de Educacdo Tecnoldgica de
Minas Gerais (CEFET-MG).

UNIVERSIADE TEGNOLOGICA FEDERAL DO PARANA
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Resumo: O estudo de aspectos qualitativos sobre problemas mistos envolvendo
equacdes diferenciais parciais tem sido objeto de estudos de varios
pesquisadores em Matematica. Nesta area de pesquisa, a qual trata-se de uma
subarea da Analise Matematica, estuda-se, entre outros aspectos, a existéncia e
unicidade de solugdo e também fatos relativos ao comportamento de tais
solucdes. Quando as equagdes envolvidas descrevem aspectos de interesse em
areas aplicadas os problemas podem tornar-se mais interessantes de serem
estudados. O desenvolvimento tecnoldgico dos ultimos anos tem impulsionado
significativamente o estudo de problemas envolvendo equagdes diferenciais
parciais. O principal objetivo desta palestra € mostrar, com um exemplo simples,
que ¢ fundamental o estudo de aspectos teoricos relativos a esta classe de
problemas.

Prof. Dr. André Vicente — Professor adjunto da Universidade Estadual do
Oeste do Parana (Unioeste-Cascavel).

Resumo: Aprendizado de maquina ¢ um ramo da Ciéncia da Computacdo
relacionado a criacdo de programas que propicia aos computadores a habilidade
de aprender sem serem explicitamente programados. Nesta palestra serdao
apresentados os fundamentos basicos de Aprendizado de Mdéquina, com
destaque para redes neurais artificiais. Além disso, serdo apresentados alguns
aspectos matematicos que envolvem os algoritmos e técnicas de aprendizagem,
bem como alguns dos principais desafios de pesquisa dentro da érea.

Prof. Dr. Sérgio Carrazedo Dantas — Professor da Universidade Estadual do
Parand (Unespar-Apucarana) e membro do Instituto GeoGebra de Sdo Paulo.
Atualmente é formador de professores na Unespar, coordenador do Curso de
Licenciatura em Matematica e coordena um projeto de formacgao de professores,
intitulado: Curso de GeoGebra (atualmente na 13* edicdo), com uma equipe
formada por 90 profissionais de educacdo matematica de vérios estados do
Brasil.

Resumo: TECNOLOGIA E EDUCACAO MATEMATICA: PERPECTIVAS
DE PRATICA E DE PESQUISA. Nessa apresentacio discuto o tema tecnologia
a partir de uma perspectiva sociotécnica e suas implicacdes para as acodes
docentes em sua prética educativa e, também, as implicacdes na producdo de
novos conhecimentos via pesquisa em Educacdo Matematica.
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13. OFICINAS

Professor Instituicao Tema Data Horario
. . UTFPR — Um Software de Videoandlise como Recurso 1%hs as
Adriana Helena Borsol Londrina Educacional Digital no Ensino de Matemaética 08/05 22h30min
Sheila R. Oro UTFPR o Analise Estatistica de Dados usando o R Studio 08/05 e a3
Francisco Beltrao 22h30min
Loreni A. Ferreira Baldini SEED — Pratlcals~ de ’Eps1no Exploratério da Matematica na 08/05 19hs as
Apucarana Educagdo Bésica 22h30min
L. UNESPAR — Construgdes Aritméticas e Geométricas com o 19hs as
gl € 1D Apucarana comando Sequéncia do Geogebra Ll 22h30min
Luiz Carlos Scheitt DS ISy Matematica Financeira utilizando HP — 12¢ 08/05 Lk as
Branco 22h30min
Loreni A. Ferreira Baldini SEED — Pratlcas~ de /E.nsmo Exploratério da Matemaética na 09/05 08h30min as
Apucarana Educacgdo Bésica 12hs
. Jogos e Resolu¢do de Problemas como Estratégia N
Janecler A. A. Colombo, Cintia UTFPR — Pato Metodolbei Ensino de Matemati A 09/05 08h30min as
C. Bernardi e Klara G. Lusitani Branco Inieci(.)fsli: oglca para o Ensino de Matematica Nos Anos 12hs
Dorisvaldo R. da Silva ULEOIEANE Tecnologias Assistivas para o Ensino de Matemética 09/05 LSBT
Cascavel 17hs
Béarbara N. Palharini UENP = ?qrneho Utilizando Modelagem Matematica em Sala de Aula 09/05 13h30min as
Procépio 17hs
Louvane R. Bringmann SEED — Toledo Possibilidades Pedagdgicas de Aplicativos para | 10/05 19hs as

UNIVERSIDADE TECHDLOGICA FEDERAL DO PARANA
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Celulares nas Aulas de Matematica 22h30min

Marideisa Tta Refosco SEED — Toledo Mater1a~1s Didaticos para o Ensino do SND e 10/05 19hs as
Operacoes Elementares 22h30min

. .. UTFPR — Pato - , 19hs as
Larissa H. Vieira Branco Introducao a Médulos 10/05 29h30min

Adriano G. de Santana UTFPR — Toledo Resqlvendo Problemas por meio do Software 10/05 19hs as
Maxima 22h30min

L CEFET - Belo . e 19hs as
Rogério M. Gomes Horizonte Redes Neurais Artificiais 10/05 29h30min

Marcia R. Piovesan e Marco A. . . , 19hs as
R. Amaral UTFPR — Toledo A Arte de Construir Diagonais em Poligonos 10/05 29h30min

12
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Possibilidades Pedagogicas de aplicativos de celulares nas aulas de Matematica

Profa. Ma. Louvane Rosigler Bringmann, SEED — Toledo - louvane@seed.pr.gov.br

7z

Resumo: O objetivo geral deste minicurso € explorar algumas possibilidades
pedagdgicas do uso do celular na sala de aula. A proposta consiste em articular a
Resolucdo de Problemas e as Midias Tecnoldgicas no ensino de Matematica. De
maneira mais especifica, propor atividades que envolvam os aplicativos de celular: QR-
Code e Stop Motion.

Praticas de Ensino Exploratério da Matematica na Educacao Basica

Profa. Dra. Loreni Aparecida Ferreira Baldinii, SEED - Apucarana -
loreni.baldini@gmail.com

Resumo: O Ensino Exploratério de Matemética defende que a aprendizagem decorre do
trabalho realizado a partir de tarefas que ndo possuem uma estratégia ou procedimento
imediato de resolu¢do. Advoga, que tais tarefas precisam sem pensadas e resolvidas
pelo professor antes de sua proposi¢do em sala. Sobre esse aspecto € destacado que
quando acontece o planejamento pelo professor, aumenta-se as chances de favorecer o
envolvimento dos estudantes na aula, na elaboracdo de métodos proprios para resolver a
tarefa e a producdo de significados. Esse minicurso tem como objetivo discutir as
praticas do professor, no Ensino Exploratorio, que visam promover ou manter
discussdes produtivas em sala de aula: antecipar, propor a tarefa, monitorar, selecionar e
sequenciar, discutir as resolucdes e sistematizar as aprendizagens. Almeja-se que
professores e futuros professores compreendam a importincia de desenvolver aulas
nessa perspectiva de ensino para viabilizar a constitui¢do do conhecimento matematico
por parte do aluno com a mediacdo do professor.

Resolvendo Problemas por meio do Software Maxima

Prof. Me. Adriano Gomes de Santana, UTFPR — Toledo - adrianosantana@utfpr.edu.br

Resumo: Ao se deparar pela primeira vez com a comunidade académica, o calouro de
graduacdo quase sempre sofre o impacto ao se deparar com conceitos e conteidos
novos, totalmente distintos do ensino médio, logo nas primeiras disciplinas do curso
escolhi. Para as ciéncias exatas, ¢ comum que este impacto ocorra em disciplinas como
calculo diferencial e integral, geometria analitica e dlgebra linear. S@o nestas disciplinas
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que o aluno conhece os conceitos de limite, derivadas e integrais de funcdes, dlgebra de
vetores, espagos vetoriais e transformacoes lineares.

Muitas vezes os livros didaticos utilizados nas disciplinas de célculo, geometria
analitica e algebra linear sdo preenchidos dos mais diversos métodos de resolucdo de
problemas e exemplos previamente estruturados, mas que dificilmente o estudante de
deparara em um contexto real. Embora tais métodos e exemplos sejam importantes para
o desenvolvimento intelectual do aluno, seu desenvolvimento pleno s6 é alcangado
quando os conceitos tedricos sdo aliados ao desenvolvimento pratico de sua formagao.

A abordagem pratica dos conceitos estudados nas disciplinas de célculo diferencial e
integral, geometria analitica e algebra linear podem ser trabalhados desde as primeiras
semanas de aulas com o auxilio da tecnologia. Softwares como MatLab, Mathematica e
o Maxima, classificados como CAS (Computer Algebra System - Sistema de
Computacdo Algébrica), sdo capazes de manipular expressdes simbolicas e numérica de
modo que possam resolver certas integrais, derivadas, equagdes polinomiais, equacoes
diferenciais, sistemas lineares e nao lineares de modo exato, possibilitando trabalhar
com problemas mais complexos € com mais varidveis de forma rapida, algo inviavel
pelo método de lapis e papel no tempo limitado de uma aula.

Diferentemente do MatlLab e do Mathematica, o Maxima (Lé-se: “Macsyma”) ¢ um
software livre registrado sobre a licenca GNU General Public License (GPL). Assim
sendo, além de ser gratuito, o codigo fonte aberto do software reuni diversos entusiastas
da computacdo de da matematica que desenvolvem ferramentas e reportam erros ao
grupo que mantém o projeto. Para um melhor trabalho com o software, o Maxima
possui uma interfase grafica chamada wxMaxima.

Neste minicurso pretendemos serdo apresentadas as principais ferramentas do Maxima
utilizando sua interfase grafica. Dentre tais ferramentas pretende-se trabalhar a
resolucdo de diversos problemas das disciplinas de célculo diferencial e integral,
geometria analitica e 4lgebra linear envolvendo funcdes, limites, derivadas, integral,
séries de poténcias, vetores, matrizes, equagdes polinomiais, equacdes diferenciais,
curas paramétricas, nimeros complexos, métodos numéricos e graficos. O objetivo
deste minicurso é que o aluno veja a tecnologia, ndo apenas como uma ferramenta de
resolver problemas, mas como algo que venha a lhe auxiliar em seus estudos, seja pela
verificacdo de resultados ou na geracdo de imagem e equacdes para trabalhos
académicos.
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Materiais didaticos para o ensino do SND e operacoes elementares

Profa. Ma. Marideisa Ita Refosco, SEED — Toledo - profdeisa@hotmail.com

Resumo: O eixo de Nimeros e Operagdes € parte essencial do curriculo de Matematica
na Educacdo Basica e, ndo raramente, alunos das escolas brasileiras apresentam
dificuldades com operacdes elementares.

Neste minicurso apresentaremos alguns recursos para o ensino do Sistema de
Numeracdo Decimal e operagdes elementares. Organizaremos sequéncias didaticas para
o ensino do SND, com o uso de materiais e recursos que favorecam agrupamentos e
trocas, sempre acompanhadas de registro grafico especifico. Na sequéncia, de forma
breve, discutiremos o uso de alguns materiais para operagdes basicas.

A organizacdo do trabalho compreende atividades em grupos. No primeiro momento
serd proposta uma brincadeira de roda com a turma toda para trabalhar agrupamentos,
numa atividade conhecida como “sozinho, rodinha, corrente”. ApoOs faremos as
representacOes dos agrupamentos feitos na brincadeira com o uso de palitos de fésforo e
caixas. Simultaneamente ao uso das caixinhas e palitos, procede- se o registro no “abaco
de papel” para posterior formalizacdo do algoritmo de mudangas de bases. Ainda
mostraremos o uso de cartdes coloridos e o dbaco aberto como recursos possiveis de
serem utilizados para os “jogos do nunca” na constru¢do de agrupamentos nao decimais,
bem como do “dbaco de dedos”. Posteriormente, faremos agrupamentos decimais com a
formaliza¢do do SND, acrescentando o material dourado e o cartaz de pregas. Apds esta
formalizagdo, analisaremos o emprego de alguns materiais utilizados para o ensino das
operagdes elementares.

Analise estatistica de dados usando o RStudio

Profa. Dra. Sheila Regina Oro, UTFPR — Francisco Beltrao - profdeisa@hotmail.com

Resumo: Este minicurso visa dar aos participantes uma introdu¢do ao sistema
estatistico R para estudantes de graduagdo e pesquisadores. O objetivo principal é
apresentar o ambiente de trabalho RStudio, com énfase na compreensao de principios
basicos da linguagem, da estrutura e a forma de operar o programa para a realizacao de
andlises estatisticas de conjuntos de dados. O objetivo especifico é ensinar os
participantes a: iniciar, salvar e concluir uma sessdo no R; instalar pacotes especificos
para determinadas situacdes; importar arquivos de dados (.csv e .xls); obter estatisticas
descritivas para uma ou mais varidveis; gerar graficos exploratérios de anélise de dados;
aplicar testes de hipdteses para inferéncias sobre uma ou mais variiveis.
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Introduciao a Médulos

Profa. Ma. Larissa Hagedorn Vieira, UTFPR — Pato Branco - larissavieira@utfpr.edu.br

Resumo: O objetivo deste minicurso € explicar para os alunos que os conceitos tedricos
da Algebra ja sdo usados por eles desde a época escolar. Porém, na disciplina de
Algebra esses conceitos sdo vistos de outra maneira, mais formal. O principal tépico
discutido é a estrutura chamada moédulo, que requer conhecimento sobre outras
estruturas, a saber de grupos e anéis. A operacdo de um escalar real por uma matriz de
ordem qualquer com entradas reais, na qual os alunos do Ensino Médio estudam, pode
ser entendida dentro do contexto da teoria de moddulos. A partir deste exemplo, o

minicurso busca construir e exemplificar as estruturas, para definir médulo.

A arte de construir diagonais em poligonos

Profa. Ma. Marcia Regina Piovesan, UTFPR — Toledo - marciapiovesan(@utfpr.edu.br

Marco Aurélio Tavares Amaral, UTFPR — Toledo - marco.2017 @alunos.utfpr.edu.br

Raphael Kenji Kobayashi, UTFPR — Toledo - rkobayashi@alunos.utfpr.edu.br

Resumo: O ensino da matemdtica esteve por muito tempo vinculado a simples
memoriza¢cdo de macetes e formulas, tornando uma disciplina que em si ja € complexa,
objeto de desinteresse dos alunos. Entretanto, dada a relevancia de sua presenca na
matriz curricular da educagdo basica, sobretudo por ser presente em quase todos os dias
da semana na vida dos estudantes, torna-se algo necessario de ser inserido no
aprendizado, para que se alcance o objetivo da formacdo escolar. Dessa forma, quando
se trabalha com possibilidades ludicas no contexto do ensino da matemaética, pode-se ter
expectativas de melhor aproveitamento dos estudantes. Nesta breve abordagem pratica-
tedrica, relataremos a importancia do lidico no processo de ensino, além de demonstrar
a usualidade da constru¢do de diagonais em poligonos como estratégia para resolver
situagdes desafiadoras envolvendo a geometria. A construcdo de diagonais em um
material concreto permite o aluno criar reflexdes e investigacdes matemaéticas,
possibilitando ao educador a flexibilidade de se trabalhar varios contetidos utilizando o
material como um atrativo para que o aluno possa, além de participar, ter um contato
fisico, permitindo um auto investigacao por parte do aluno.
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Redes Neurais Artificiais

Prof. Dr. Rogério Martins Gomes, CEFET - Belo Horizonte -
gomes.rogerio(@gmail.com

Resumo: Fundamentos das redes neurais artificiais: aprendizado, associacdo,
generalizacdo, abstracdo, robustez; estruturas de interconexdo; tipos de aprendizado:
supervisionado e ndo supervisionado; perceptron, algoritmo de minimos quadrados,
algoritmo de retro-propagacdo de erros, estudo de casos selecionados envolvendo
projeto, implementacdo, treinamento e avaliacdo de redes neurais artificiais utilizando

ferramentas para simula¢do computacional, e.g., MATLAB ou similares.
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Relacoes entre estruturas de R-médulos e R-R bimédulos

Andressa Paola Cordeiro
Universidade Tecnolégica Federal do Parana
andressap.ha@gmail.com

Larissa Hagedorn Vieira
Universidade Tecnoldgica Federal do Parana
larissavieira@utfpr.edu.br

Wilian Francisco de Araujo
Universidade Tecnolégica Federal do Parana
wilianfrancisco@gmail.com

1 Introducao

O presente trabalho foi desenvolvido a partir da seguinte duvida surgida por meio do estudo teorico
do livro Algebra, de Thomas Hungerford, para a Iniciacdo Cientifica desenvolvida na area de Algebra de
Hopf: qual a diferenga entre R-moédulos e R-R bimddulos? Tal questionamento originou-se por parte da
académica que desenvolve seus estudos sob a orientacdo da segunda autora e co-orientacao do terceiro
autor deste trabalho. O estudo em conjunto com tais professores vem mostrando resultados positivos no
que tange ao entendimento do assunto abordado, e culminara na elaboracao do Trabalho de Conclusao
de Curso da académica. Desta forma, trazemos a seguir os resultados deste estudo, utilizando-nos de
defini¢bes e exemplos necessérios para um melhor entendimento acerca do que é abordado, tomando como
base o livro anteriormente citado.

2 R-mddulos

Definigao
Seja R um anel. Um R-moédulo (& esquerda) é um grupo abeliano aditivo A junto com uma
fungdo R x A — A (a imagem de (r,a) sendo denotada por ra) tal que, Vr,s € Re a,b € A:

e r(a+0b) =ra+rb;
e (r+s)a=ra-+ sa;

e r(sa) = (rs)a.

Se R possui um elemento identidade 1z e
e lpa=a,Va € A,

entdo A é dito um R-médulo unitario. Se R é um anel de divisdo, entdo um R-moédulo unitario é
chamado um espago vetorial (a esquerda).

Analogamente se define um R-mo6dulo a direita, onde os elementos do anel R sdo operados a
direita dos elementos do grupo A. Se um anel é um R-médulo & esquerda e um R-moédulo & direita para
o mesmo anel R, dizemos simplesmente que A é um R-modulo.

Exemplo

Se R é um anel ndo unitario, todo grupo abeliano A pode ser considerado um R-médulo com
a estrutura de moédulo trivial definida por ra = 0,Vr € R e a € A. Se, contudo, R for um anel unitario,
nao seria satisfeita a condicao ra = a, para r = 1g.
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Demonstragio. Seja R um anel ndo unitario, e A um grupo abeliano qualquer, onde ra = 0. Tomando

a,a’ € Aer,r € R, temos:
er(a+ad)=0=0+0=ra+rd;
e r+7r)a=0=040=ra+ra;
o (rr')a=0=1r0=r(ra)

De forma anéloga, faz-se com os elementos de R a direita. Portanto, as condi¢des da defini¢ao
sdo satisfeitas, e temos provado que A é um R-mo6dulo com a estrutura de médulo trivial, qualquer que
seja A. O

Exemplo
Todo grupo abeliano aditivo G é um Z-mddulo unitirio, com na = a + a + ... + a,n vezes,

VneZeacd.

Demonstragio. Seja G um grupo abeliano e Z o anel dos nimeros inteiros, e a operagio entre elementos

de G e Z como dada. Perceba que, para a,b € G e m,n € Z,

e ma+b)=(a+b)+(a+b)+..+(a+b)=(a+a+..+a)+ (b+b+..+b) =ma+ mb;

m vezes m vezes m vezes

e mat+na=(a+a+..+a)+(a+a+..4+a)=(m+n)a

m vezes n vezes
e m(na)=m(a+a+..+a)=(a+a+..+a)+(a+a+..+a)+..+(a+a+..+a)=(mn)a
—_———
n vezes m vezes

e Como 17 =1, tem-se que 1za = la = a.

Analogamente se mostra tais propriedades com os elementos de Z operados a direita dos elementos

de G. Portanto, pela definicao, G é um Z-médulo. O

Exemplo
Se R é um anel comutativo e M é um R-médulo & esquerda, entao M é também um R-mdédulo

4 direita, com a operacao m *xr =rm,Vm € M e Vr € R.

Demonstracao. De fato, se M é um R-moédulo unitério & esquerda, temos que M é um grupo abeliano.
Vamos mostrar agora que sao satisfeitas as condi¢oes dadas na definicdo. Repare que, Vr,7r1,72 € R e

VYm, my, mo € M,
e Da primeira condi¢do da definicdo e por R ser comutativo,

(r1 +ro)m =rim+rom = mry + mro = m(ry + r2);

e Da segunda condicao da definicao e por R ser comutativo,

r(m1 + me) = rmy + rma = myr + maor = (mq + ma)r;

...................................
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e Da terceira condi¢do da defini¢do e por R ser comutativo,

m(rire) = (rira)m = (rery)m = ro(rim) = (rim)re = (mry)ra.

Temos portanto que, como todas as condi¢des da defini¢do sdo satisfeitas, se R é comutativo e
M é um R-médulo & esquerda, entao M é também um R-moédulo & direita, considerando a operacao

dada. O

3 R-S bimédulo
Definicao

Sejam R e S anéis. Um grupo abeliano A é dito ser um R-S bimdédulo se A for um R-médulo
a esquerda, um S-moédulo & direita, e ainda valer

r(as) = (ra)s,Ya € A,r € R,s € S.

Exemplo
Todo anel R é um R-R bimoédulo.

Demonstra¢ao. Por defini¢do, todo anel é um grupo abeliano se considerarmos sua primeira operagao, e
segue da propria defini¢do de anel que as condi¢des para R ser um R-mddulo sdo satisfeitas. Ainda, como

sua segunda operacao é associativa, é ainda satisfeita a condi¢ao para R ser um R-R bimédulo. O

4 Relacoes entre R-mdédulos e R-R bimoédulos
A seguir, destacamos algumas relagbes existentes entre R-médulos e R-R bimodulos:

1. Se um grupo G juntamente com uma operacao qualquer é um R-R bimoédulo, entao G é um R-
modulo.

Demonstragio. De fato, por defini¢do, temos que G é um R-mo6dulo 4 esquerda e um R-modulo &

direita, logo, G é simplesmente dito um R-médulo. O

2. Se G é um R-moédulo e ra = ar, entdo G é um R-R bimddulo.
Demonstracao. De fato, tal afirmacao é verdadeira, pois Vr,s € Re a € G,
r(as) = r(sa) = (rs)a = a(rs) = (ar)s = (ra)s.

Portanto, é satisfeita a condicdo para G ser um R-R bimoédulo. O

3. Um grupo G ser um R-médulo (4 direita e a esquerda) ndo implica que G é um R-R bimodulo.

...................................
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Contra-exemplo.

Afim de mostrar isto, daremos um contra-exemplo. Tomemos G = (M,,(R), +), com a operagao
usual de adigdo de matrizes, e R = (M, (R),+, X) o anel das matrizes n X n, n > 2 com as operagoes de
adicao e multiplicacao usuais, ou seja, mj X my = myms. Considere conhecido que G é grupo abeliano
aditivo e que R é anel.

Observe que, pelo fato de as propriedades distributiva e associativa da multiplicacdo serem
validas para matrizes, as condi¢des para G ser um R-moédulo a esquerda, com a operagao usual de
multiplicacdo de matrizes, sao satisfeitas.

Considere agora a funcio * dada por g; * m; = m;%g1,Vg1 € G e m; € R, em que m;”

representa a matriz transposta de m;. Vamos mostrar que, com a fun¢ao %, G é um R-médulo & direita.

Observe que as seguintes propriedades sao satisfeitas, Vmi,ms € R e g1,92 € G:

e distributividade & direita com relagdo aos elementos de G:

(91 + g2) xmy = mlT(gl +g2) = mit g1 +miT g = g1 xma + go * My

e distributividade & direita com relagao aos elementos de R:

g1 % (m1 +ma) = (m1 +ma) g1 = (mi” +ma")g1 =miT g1 + maT g1 = g1 xma + g1 * Mo

e associatividade com relagao aos elementos de R:
(g1 % ma) xmg = (my"g1) * mg =my" (m1"g1) = (ma"maT)g1 = (mama)" g
= g1 * (m1ma)

Por, de fato, serem validas todas as propriedades acima, tem-se mostrado que, com a fun¢ao
x, G € um R-moédulo a direita. Verifiquemos agora que G nao é um R-R-bimédulo. Para que isso ocorra,

ao menos uma das trés propriedades abaixo nao deve ser satisfeita:
e (& ser um R-modulo & esquerda;
e (G ser um R-modulo a direita;
e Vg1 € G e my,mq € R, valer my(g1 * ma) = (m1g1) * ma.

As duas primeiras propriedades foram verificadas anteriormente, no primeiro caso, com a operagao
usual de multiplicacdo de matrizes, e no segundo, com a operacdo * ja definida. Mostremos entdo que a

terceira propriedade nao é verdade. Desenvolvendo ambos os lados da igualdade isoladamente, temos

ml(gl * m2) = ml(mQTgl) = (mlsz)g1

(mlgl) * My = m2T(m191) = (szm1)91

...................................
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Repare que a igualdade (mims?)g; = (ma?'m1)g; s6 é verdadeira se a comutatividade da operagio

usual de multiplicagao de matrizes for valida, o que nao ocorre. Portanto, G nao é um R-R-bimédulo. O

5 Resultados

Por meio deste trabalho, pudemos perceber que, apesar de nao serem evidentes, existem distincoes
entre R-moédulos e R-R bimédulos que sao fundamentais de serem percebidas para um melhor entendi-
mento acerca do assunto. Estes estudos foram ainda submetidos & avalia¢ao da organizagdo da X Jornada
de Algebra, evento que acontecera em abril de 2018, tendo sido aprovado para apresentacio no formato de
poster. Este reconhecimento dos estudos realizados por meio da aceitacao da divulgacao dos mesmos em
diferentes eventos é muito importante para a comunicacao de resultados e o incentivo ao aprofundamento
dos contetidos e a continuidade do projeto.

Referéncias
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UM RELATO DE EXPERIENCIA COM JOGOS NO CONTEXTO DE UM CLUBE DA
MATEMATICA

Caroline Cristina de Souza
Universidade Tecnoldgica Federal do Parana — campus Toledo
carolinesouza.2000@alunos.utfpr.edu.br

Renato Francisco Merli
Universidade Tecnolégica Federal do Parana — campus Toledo
renatomerli@utfpr.edu.br

INTRODUGAO

Atualmente vivemos um momento de mudancga em relacéo a educacao no pais, seja
nos cortes do orgamento ou nas mudangas curriculares, como por exemplo a Base Nacional
Comum Curricular (BNCC) e o Ensino Médio Integral. Tais mudancas pretendem incentivar
o aluno a permanecer mais tempo na escola. Nesse contexto, para que o aluno ndo fique
“preso” apenas as salas de aula, projetos extraclasse como o Clube da Matematica sao
importantes formas de criar espacos de discussao para além do horario regular.

Assim, este artigo pretende apresentar um relato de experiéncia sobre algumas
atividades que foram desenvolvidas em uma Escola Municipal da cidade de Toledo —
Parana, no dmbito do Clube da Matematica do Curso de Licenciatura em Matematica, da
Universidade Tecnolégica Federal do Parana. De acordo com Oliveira e Cedro (2015, p. 19),

o Clube de Matematica pode ser caracterizado como:

[...] um espaco de aprendizagem dos estudantes [...] e, concomitantemente,
como espaco de formacdo docente. Ele é organizado tomando como
premissa a ludicidade, como forma de motivar as criangas a apropriagao
dos conhecimentos matematicos, e as agdes e reflexdes coletivas dos
sujeitos, de modo a possibilitar o compartilhamento de ideias e de saberes
entre os pares.

Foram selecionadas duas atividades aplicadas dentro de uma perspectiva
metodologica de uso de Jogos. A primeira atividade foi o jogo NUNCA DEZ e a segunda
atividade foi o jogo MATHDICE. Na sequéncia, apresentamos nossa perspectiva de uso de
jogos em sala de aula, em seguida apresentamos e discutimos nossas atividades e, por fim,

fazemos nossas conclusoes.
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JOGOS EM SALA DE AULA

A histéria de quando surgiram os jogos € um assunto muito vago, pois nao existem
muitos relatos e vestigios, mas em algumas pesquisas é possivel ter uma breve ideia de
COmo 0S jogos comecgaram a ser praticados na sala de aula.

Na antiguidade, segundo Almeida e Casarin (2002), com o objetivo de unir a familia,
as criangas participavam dos mesmos jogos e brincadeiras dos adultos. Estas relagbes
eram observadas sobre dois enfoques, uma parte da sociedade aceitava, vendo-as como
meio de crescimento social, ja a outra parte era contraria, pois as identificavam aos prazeres
carnais, ao vicio e ao azar.

A partir do século Xll, os jogos eram disputados por dinheiro, sendo um atrativo a
imoralidade. Para os moralistas da época o que devia ser preservado era a disciplina e a
racionalidade dos costumes, fazendo com que quase fossem extintos principalmente da
escola. Os humanistas do renascimento perceberam as possibilidades educativas dos jogos
e passaram a utiliza-los. Os jogos foram divididos entre “bons” e “maus”, os maus foram
proibidos e os bons passaram a ser utilizados para preservar a moralidade (WAJSKOP,
1995, p. 63).

Os jesuitas que perceberam a importdncia dos jogos para fins educativos,
introduziram-no em seus programas escolares, porém antes fizeram algumas modificacdes.
Os jogos ruins passaram a ser jogos disciplinados, divertidos e controlados, tornando-se
jogos educativos, e os jogos bons, foram admitidos e recomendados, sendo considerados a
partir de entdo como meios de educacéo téo estimaveis quanto os estudos (ARIES, 1981, p.
12).

Do século Xl até o século XVII os mesmos jogos configuraram a vida social das
criangas e dos adultos que pertenciam a elite. Esses jogos eram um dos principais meios
para estreitar lagos coletivos e unir as pessoas que eram da alta sociedade, com excegao
dos cavaleiros que tinham seus proprios jogos privados e que ndo se misturavam aos
demais membros da sociedade (ARIES, 1981).

Nos dois séculos posteriores, por meio do incentivo dos jesuitas ocorreu a
popularizagdo dos jogos educativos, que se tornaram veiculo de divulgacdo e doutrinagao
popular, utilizados para o desempenho de papéis e a difusdo de ideias.

A escola, por sua vez, apesar de estar intimamente ligada as criangas, apresenta-se

historicamente alheia a presenca do ludico em atividades propostas por seus professores. A
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revolug&o industrial, segundo Carvalho (1996, p.17), veio a efetivar esta dicotomia entre o
brincar e a escola, pois ho mundo do trabalho ndo ha tempo nem espaco para o ludico, ja
que este ndo é produtivo e ndo precisa ser valorizado. Nesta época, a escola passou a ser
responsavel pela formagado da mao-de-obra necessaria para as industrias e, o brincar, néo
se "encaixava" nos modelos de producdo, sendo entdo excluido das salas de aula.

Entretanto no inicio do século XX, com o advento da pedagogia moderna, a
educacado passou por mudangas conceituais e estruturais significativas para o educando,
pois este passou a ser considerado como centro do processo de ensino e aprendizagem e o
professor passou a ser um mediador entre o conhecimento e o educando. O processo
pedagdgico viu-se apoiado em novas propostas curriculares. Assim a didatica escolar
fundamentou-se em atividades ludicas através de jogos e materiais concretos, os quais
passaram a ser considerados um instrumento importante a pratica docente e um elemento
facilitador da aprendizagem.

Nesse contexto, Grando (2004, p. 18) destaca que “o0 jogo apresenta-se como uma
atividade dinamica que vem satisfazer uma necessidade da crianca, dentre outras, de

‘movimento’, acdo”. Na mesma linha, Miguel (2005, p. 390) afirma que

[...] o jogo exige o desenvolvimento da capacidade de atuar sozinho e em
grupo, criando e obedecendo a regras, agindo e reagindo a estimulos
proprios da agdo. Como o jogo implica em agdo, ao participar de um, a
crianga passa por uma etapa de desenvolvimento, adaptagédo e
reconhecimento, e de desenvolvimento paulatino da noc¢do de trabalho
cooperativo — tdo importante para a agédo educativa na escola.

A utilizacao dos jogos em sala de aula e fora dela € uma possivel alternativa para a
melhoria da atencdo dos alunos, pois propor “atividades ludicas em sala de aula é
importante porque elas podem colaborar com o desenvolvimento dos estudantes,
estimulando, por exemplo, a imaginacao” (ROSOLEN; SILVA, 2011, p. 1).

Sobre a utilizagdo de jogos em sala de aula e fora dela, Grando afirma que

[...] o jogo propicia um ambiente favoravel ao interesse da crianga, nao
apenas pelos objetos que o constituem, mas também pelo desafio das
regras impostas por uma situagdo imaginaria que, por sua vez, pode ser
considerada como um meio para o desenvolvimento do pensamento
abstrato (GRANDO, 2004. p 18).

Quando o professor planeja levar um jogo (que em sua concepg¢ao inicial é apenas
um jogo comercial), ele tem o papel de transformar esse jogo tradicional em um jogo
pedagdgico, ou seja, de tal modo que proporcione aprendizado. Para tal transformacao, &

preciso que o professor faga um plano de ensino que esteja vinculado ao projeto pedagoégico
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da escola. O objetivo deve ser definido por meio de uma proposta que desencadeie uma
atividade de jogo. Nesse sentido, “o jogo transposto para o ensino passa a ser definido
como jogo pedagogico” (GRANDO, 2004. p. 14).

Dentro do planejamento feito pelo professor, alguns critérios a respeito dos jogos
escolhidos por ele devem ser avaliados. Dentre estes critérios, consideramos como mais
importante que os jogos devam ser planejados para dois ou mais jogadores, ou seja, 0 jogo
deve ser uma atividade essencialmente coletiva. Além disso, deve ter um objetivo a ser
alcangado, de modo que se torne competitivo e ao mesmo tempo fundamental para a
introducao e/ou retomada de conteldos. E mais, no decorrer do jogo, os jogadores devem
ter oportunidades para assumir papéis opostos e cooperativos, percebendo a importancia de
cada jogada e tendo consciéncia de que o jogo s6 acontece se ambos cumprirem com todas
as regras que devem ser preestabelecidas (KAMII; KRULIK, apud SMOLE; DINIZ; MILANI,
2007, p.11).

Além do mais, ao pensar em um determinado jogo, é extremamente importante que,
antes de leva-lo para os alunos, o professor tenha total dominio do material. Esse dominio é
fundamental para que o jogo se torne um facilitador. Se o professor levar um jogo do qual
ndo possua muito conhecimento e, assim, ndo consiga explicar o jogo de forma que os
alunos se interessem por ele, as chances de que o jogo ndo seja uma metodologia efetiva e
ativa, no processo de ensino, sdo muito grandes.

Grando (2004) faz mencgéo a educadores que apresentam planejamentos deficientes

na elaboracao e aplicacéo de jogos em sala de aula. Afirma que, alguns professores

[...] tentam utilizar jogos em sala de aula sem, no entanto, entender como
dar encaminhamento ao trabalho depois do jogo em si. Também, nem
sempre dispde de subsidios que os auxiliem a explorar as possibilidades
dos jogos e avaliar os efeitos dos mesmos em relagdo ao processo ensino-
aprendizagem da Matematica (GRANDO, 2004, p. 14).

Assim, quando ndo é planejado de forma correta, o jogo passa a se tornar um
obstaculo para o processo de ensino e de aprendizagem, perdendo assim seu objetivo: criar
um ambiente propicio para o aprendizado dos alunos. Dentro dessa perspectiva, a no¢ao
comum de que a ideia de jogo estd associada a um material concreto, que muitas vezes
utilizamos em sala de aula como um instrumento motivador para as aulas de Matematica,
perde o sentido.

De acordo com Itacarambi (2013, p. 19),

[...] o jogo pode ser o elo entre o conhecimento do aluno e o conhecimento
escolar. Neste sentido consideramos que é preciso proporcionar a crianga
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um instrumental, por meio de jogos, de modo que ela assimile as realidades
intelectuais e as integre em sua forma de pensar e interpretar as mesmas.

Nas aulas de matematica, o uso de jogos sugere uma transformacao significativa nos
processos de ensino e aprendizagem, contrapondo o modelo tradicional de ensino. Porém, o
objetivo dos jogos ou das atividades ludicas, diferente do que muitos pensam nao se resume
apenas a facilitar que o aluno memorize o assunto abordado, mas sim, induzi-lo ao
raciocinio, a reflexdo, ao pensamento e, consequentemente a construgdo do seu
conhecimento.

A utilizagdo dos jogos ludicos’ auxilia o aluno durante a construgdo de novas
estruturas mentais, pois este recurso permite que ele experimente vivéncias nas areas
cognitiva, afetiva e psicomotora. Trata-se de um instrumento importante para o professor
mediar o processo da aprendizagem de uma forma mais atraente e dindmica, observando
os interesses e necessidades dos alunos; possibilitando assim, avancos qualitativos no
processo de ensino e aprendizagem (ANCINELO; CALDEIRA, 2006, p. 1).

Grando (2004, p. 14) confirma que além da dificuldade de encontrar um jogo
matematico adequado aos alunos, em muitos casos os educadores tentam utilizar jogos
sem, no entanto, entender como seria possivel dar um encaminhamento ao trabalho depois
do jogo em si. Também, nem sempre dispbde de recursos que os auxiliem a explorar as
possibilidades dos jogos e avaliar os efeitos dos mesmos em relagéo ao processo de ensino
da Matematica.

Pensando nestes e em outros obstaculos, focamos este trabalho na sugestdo de
alguns jogos a serem utilizados em diferentes momentos do ensino de sistema de
numeracgdo decimal e das quatro operagdes fundamentais da matematica, pois entendemos
que os jogos sugeridos estimulam o raciocinio na utilizacdo das quatro operacdes e facilitam
o entendimento do que é cada agrupamento das unidades no sistema de numeragao
decimal.

Esses jogos podem abrir caminhos para educadores que procuram por ideias para
enriquecer suas aulas, permitindo que “o aluno consiga identificar regularidades, estabelecer
generalizacdes e apropriar-se da linguagem matematica para descrever e interpretar
fendbmenos ligados @ Matematica e a outras areas do conhecimento” (PARANA, 2008, p.
59).

'Entendemos ludico como tudo que for referente a um jogo que pretende ser criativo, divertido e

proporcionar a aprendizagem.
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RELATO DE UMA EXPERIENCIA

Com o intuito de auxiliar professores em possiveis atividades utilizando jogos em
salas de aula e no contexto do Clube da Matematica, mostraremos dois jogos que forma
trabalhados em uma turma de 10 alunos do 5° ano do Ensino Fundamental, em que cada
aula teve duracdo de uma hora e meia. Esses jogos dizem respeito ao aprendizado do
sistema de numeracdo decimal e das quatro operag¢des fundamentais da mateméatica. A
seguir apresentamos cada um deles, descrevendo os materiais utilizados, quais os objetivos

e como pode ser trabalhado em sala de aula.

JoGgo 1

Para a pratica do primeiro jogo foi utilizado o Material Dourado, composto de: um
cubo representando o milhar; 10 placas representando as centenas; 100 barras
representando as dezenas; 500 cubinhos representando as unidades, todos feitos de

madeira, conforme a Figura 1 a seguir.

Figura 1 - Material Dourado

Fonte: Gongalves (2015)2

O objetivo é fazer com que o aluno aprenda o sistema de numeragcédo decimal de
uma maneira mais facil, pois a visualizagao do Material Dourado permite que o aluno possa
entender como ocorre a formagdo de cada agrupamento decimal, visando também a

interacao entre os alunos que executaram o jogo em grupo.

2 GONCALVES, Julia Eugénia. Aplicagao do Material Dourado Montessoriano em Sala de Aula.
Disponivel em: <http://www.edupp.com.br/2015/05/aplicacao-do-material-dourado-montessoriano-em-

sala-de-aula/>. Acesso em: 02 abr. 2018.
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O jogo foi trabalhado da seguinte maneira: 1) no primeiro momento, dividimos os
alunos em 5 grupos de 3 alunos cada, dando a cada grupo um Material Dourado e dois
dados de 6 lados; 2) no segundo momento, explicamos como funcionaria o jogo. Cada aluno
do grupo teria que lancar dois dados, o resultado da soma desses dados seria a quantidade
de cubinhos individuais que o aluno deveria pegar. Quando o grupo atingisse a soma de 10
cubinhos, deveria trocar por uma barra, que representa a dezena. Quando o grupo atingisse
a soma de 10 barras, deveria trocar por uma placa que representa uma centena. Quando o
grupo atingisse 100 placas, deveria trocar por um cubo que representa o milhar.

O primeiro grupo que atingisse o cubo de milhar ganharia o jogo.

Em outra aula, foi utilizado o Material Dourado novamente com uma dindmica um
pouco diferente. O jogo funcionava da mesma forma como exposto anteriormente, porém ao
invés do resultado dos dados lancados serem somados, foram multiplicados, pois o0 objetivo

era que os alunos praticassem a tabuada de uma forma mais ludica.

JOGO 2
Para a pratica do segundo jogo foi utilizado o Mathdice, composto de: um dado de 12

lados (dodecaedro) e 5 dados de 6 lados, conforme a Figura 2.

Figura 2 - Mathdice

e
Ho@ S
@

Fonte: Ludopedia®

* MATH DICE. Disponivel em: <https://www.ludopedia.com.br/jogo/math-dice>. Acesso em: 02 abr.
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O objetivo foi fazer com que o aluno estimulasse o raciocinio encontrando maneiras
de achar as possiveis respostas, utilizando das quatro opera¢des fundamentais da
matematica.

O jogo (Figura 3) foi trabalhado da seguinte maneira: fizemos um circulo com os
alunos, cada um deles teve a oportunidade de jogar os dados. Primeiro, o aluno da vez
jogava o dodecaedro obtendo o “nimero alvo”. Em seguida, o aluno jogava os outros cinco
dados normais (de 6 faces). Os numeros obtidos nesses dados deveriam ser utilizados para
chegar ao “numero alvo” obtido no dodecaedro. Para conseguir obter o resultado, os alunos
precisavam fazer uso das quatro operagbes fundamentais da matematica (ndo
necessariamente precisavam utilizar todas as operagbes para chegar a solugcéo, podendo
repeti-las. A Unica regra era que o numero obtido em cada dado deve ser utilizado apenas

uma vez).

Figura 3 - Jogo Mathdice

Fonte: Dos Autores

O numero obtido pelo dodecaedro (numero 7, conforme a Figura 3) € a resposta que
os alunos deveriam encontrar utilizando os numeros obtidos pelos outros dados (1, 1, 1, 2,

6, de acordo com a Figura 3). Por exempilo:
6+2=8, 8-1=7, Tx1=17, %:7.

Observe que utilizamos as operagdes e nao repetimos 0os numeros (o numero 1 (um)
se repete pelo fato de constar em trés dados). Ndo jogamos esse jogo com intuito de

ganhar, mas sim de descobrir mais de uma forma de encontrar a mesma resposta,
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objetivando que os alunos pensassem como uma equipe, de modo a solucionar diversos

tipos de problemas colaborativamente.

DiscussOES FINAIS

O jogo, como ferramenta pedagdgica, desafia os alunos, permitindo a apresentagéo
dos conteudos de modo atrativo, e estimulando a criatividade na elaboragéo de estratégias e
reforcando a persisténcia na busca de uma solugdo, “motivada pela vontade de ganhar a
partida. Além disso, ele simula situagcbes que exigem solugdes pontuais e imediatas,
levando o aluno ao planejamento de acbes” (ITACARAMBI, 2013, p. 15).

A elaboracgao de estratégias esta vinculada a aprendizagem da Matematica, pois elas
possibilitam ao aluno atribuir sentido e construir significado as ideias matematicas de modo
a tornar-se capaz de estabelecer relagdes, justificar, analisar, discutir e criar (PARANA,
2008, p. 45), o que de certo modo, supera o ensino baseado somente no desenvolvimento
de habilidades, como por exemplo, calcular e resolver problemas ou fixar conceitos pela
memorizag&o ou listas de exercicios.

Assim, considerando a importancia assumida pelos jogos no ensino de matematica e
considerando a importancia do estudo de sistema de numeracao decimal e 0 uso das quatro
operacgbes fundamentais da matematica na Educacédo Basica, esse trabalho apresentou
alguns jogos elaborados e aplicados no ambito do Clube da Matematica. Intenta-se que
esse relato possa contribuir para que outros professores de matematica possam utilizar os

jogos aqui descritos na sala de aula regular ou em outros contextos.
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1 INTRODUCAO

A técnica andlise de componentes principais (ACP) é uma ferramenta da anélise multivariada,
utilizada para redimensionar os dados, reduzindo o nimero de variaveis. Além disso, a aplicacao da técnica
pode facilitar a interpretacao de como as varidveis se relacionam. Assim, a aplicagao da técnica facilita
a leitura e contribui para um melhor entendimento do problema, diminuindo o trabalho do pesquisador
(SANTO, 2012).

A ACP é indicada para situagoes em que os dados originais sdo correlacionados entre si, assim
a reducdo no nimero de varidveis é mais significativa. O pesquisador é que decide quantas componentes
considerar, que serao as novas varidveis, combinagoes lineares das variaveis originais. De fato, o pesqui-
sador avalia qual proporcao de variabilidade dos dados originais deve ser explicada pela novas variaveis,
escolhendo entre parcimonia ou maior variabilidade explicada.

Na literatura, encontram-se muitas aplicacoes da técnica em diferentes contextos, por exemplo,
Santo (2012) utiliza a ACP para realizar a compressdo de imagens digitais, a fim de reduzir o espago de
armazenamento das imagens sem perder caracteristicas importantes que viabilizam os diagnésticos.

A ACP também pode ser utilizada para classificar quais caracteristicas do solo s@o as mais
significativas em sua textura, pois a textura do solo influéncia na taxa de infiltracdo e armazenamento
da dgua, na aeracdo, na facilidade de mecanizagdo e na distribui¢do de determinados nutrientes no solo
(MAESTRE, et al., 2010).

Assim, o objetivo deste trabalho é apresentar a aplicacao da técnica anélise de componentes
principais em dados reais da instrumentacao de uma barragem de concreto. Os dados sao de 14 variaveis
que sao leituras de 7 sensores do instrumento péndulo direto e invertido, instalado em um bloco de
concreto. Apoés a aplicagdo da técnica, as 14 variaveis originais foram redimensionadas para 3 componentes
principais. Mesmo apoés consideravel reducao do nimero de variaveis a serem consideradas em andlises
estatisticas futuras, a representatividade da variabilidade total dos dados originais foi de aproximadamente
85%, evidenciando que a utilizacao da técnica é apropriada.

2 A TECNICA DE ANALISE DE COMPONENTES PRINCI-
PAIS

2.1 Conceitos Importantes

Se faz necessaria a definicdo de alguns conceitos importantes que sao utilizados na aplicagao da
ACP, como as defini¢oes de correlacdo, matriz de correlagio e o teorema da decomposi¢io espectral. As
defini¢oes a seguir foram retiradas do livro da Mingoti (2005).

UTlrer
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Correlagao: O coeficiente de correlagao entre a i-ésima variavel X; e a a j-ésima variavel X; do vetor
X é dada por
o Oij o Oij
Pij = ————= =
VOii0jj  0i0;

onde -1 < p<1Vi=1,2,..,p. Quando i = j tem-se p;; = 1. Logo, a correlagdo é uma medida mais
adequada para medir o grau de relacionamento linear entre duas varidveis. A interpretacio é feita da
seguinte maneira: quanto mais proximo de 1, indica-se que existe um relacionamento linear positivo entre
as varidveis (crescimento), quanto mais proximo de -1, indica-se que existe um relacionamento linear ne-
gativo (decrescimento) e, por fim, quanto mais préximo de zero, indica-se um néo relacionamento linear
entre as varidveis. E importante ressaltar que essa medida é adimensional o que é interessante quando se
trabalha com variaveis de unidades de medidas diferentes.

Matriz de correlacao: A matriz de correlacao do vetor aleatério X é dada por:

1 p2 ... p1p
LR
Ppt Pp2 .. 1
Por exemplo, seja a mesma matriz considerada no exemplo da matriz de covaridncias Yoxo = 82 ;2 ,
entdo p11 = p2 =1 € p1o = po1 = \/_T% = —0,3162; logo Pax2 = 70,%%162 _0’3162 }

Teorema da Decomposigao Espectral: Este teorema relaciona a matriz de covaridncias com seus
autovalores e autovetores. Este teorema da &lgebra linear é de fundamental importancia em estatistica
multivariada. Seja Y,y, uma matriz de covaridncias, entdo existe uma matriz ortogonal O,yp, isto &,
0’0 = 00" = Iy, tal que:

A0 .. 0
0 X ... O

oxo=| . 7 _|=A
0 0 ... X\

onde Ay > A2 > ... > A, sdo autovalores ordenados em ordem crescente da matriz Xpx,. A matriz X, é
semelhante & matriz Apyp, 0 que implica:

p
i) ‘prz)| = |APXP‘ = HAi
i=1

ii) traco(Xpxp) = traco(Apxp) = A+ Ao+ ...+ A,

A i-ésima coluna da matriz Oy, é 0 autovetor normalizado e; correspondente ao autovalor \;, ¢ =
1,2,...,p, que é denotado por:

€ip
entdo a matriz O é dada por O = [e; ez ... ep] e pelo teorema da decomposi¢do espectral tem-se a
igualdade

p
Spxp = OAO" =" Niese;
=1

...................................
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com e; unitario e os autovetores dois a dois ortogonais, ou seja, < e;,e; >= 0 (<,> denota produto
interno), pela ortogonalidade da matriz Opy,.

Na proxima secao, apresenta-se como sao obtidas as novas varidveis, as componentes principais,
que sao combinacoes lineares das varidveis originais.

2.2 Estimacgao das componentes principais via matriz de correlacao

Para obtencao das componentes principais, pode-se utilizar tanto a matriz de covariancia (prp)
quanto a matriz de correlagdo (Ppxp). Quando alguma transformacdo é aplicada aos dados, como por
exemplo a padronizacio®, pode-se utilizar a matriz de covariancia nos dados padronizados, o que é
equivalente a utilizar a matriz de correlacdo das variaveis originais (MINGOTI, 2005).

A matriz de covariancia s6 é utilizada quando ndo ha muita discrepancia entre as variancias.
Essa discrepancia, normalmente é causada pelas diferentes unidades de medidas das varidveis. Para
amenizar esse problema pode-se utilizar a matriz de covaridncias dos dados padronizados ou simplesmente
utilizar a matriz de correlagdo (P,yp). O procedimento apresentado é o mesmo definido para a matriz
de covariancia, calcula-se seus autovalores ()\;) e seus correspondentes autovetores normalizados (e;),
1=1,2,...,p.

A j-ésima componente principal da matriz Py, dos dados padronizados é dada por:

Y} = €;Z = elel + €j2Z2 + ...+ €ijp (1)
sendo que:

(a) A varincia de Y; é igual a A;, j = 1,2,...,p, e a covariancia entre Y; e Y}, é igual a zero, para
qualquer j # k;

(b) A correlagdo entre a componente Y; e a variavel padronizada Z; é igual a:
Vi, Zi TV X T €V A

e, consequentemente, as varidveis Z; com os maiores coeficientes na componente principal Y; sao as
mais correlacionadas com a componente;

(c) A variancia total do vetor aleatorio Z = (Z1, Zs, ..., Z,)’ éigual ao traco da matriz Py, que é igual
ao valor p, ou seja, o nimero de variaveis medidas em cada elemento amostra. Portanto, a propor¢ao
da variancia total explicada pela j-ésima componente principal é igual a %, 7=12,...,p.

Na prética, a matriz de correlagio (Ppy,) € estimada pela matriz de correlacdo amostral Ry,

3 MATERIAIS E METODOS

3.1 Barragem de Itaipu e Dados da Instrumentagao

A Usina Hidrelétrica de Itaipu fica localizada no Rio Parana, nas cidades de Foz do Iguagu, no
Brasil, e Ciudad del Este, no Paraguai, e é administrada pelos dois paises. Foi construida entre os anos
de 1975 e 1984 e esté em atividade até os dias de hoje. Tem 7919 metros de extensao e altura méxima
de 196 metros, equivalente a um prédio de 65 andares. A usina tem uma poténcia de geracido de 14000
MW, lider brasileira e vice-lider mundial na capacidade de geracao de energia, em 2016 produziu mais de
100 milhoes de kWh, determinando um novo recorde mundial de produc¢ao anual.

lEssa padronizacdo é dada por: Z; = (Xi—pi)

aq

, onde E(X;) = p; ¢ o vetor de médias da varidvel X; e Var(X;) = o2,

t=1,..,p.

...................................
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As principais componentes da usina sdo: Dique lateral direito; Vertedor; Barragem lateral di-
reita; Barragem principal e tomada d’agua; Casa de forca; Barragem na margem esquerda; Barragem
lateral esquerda; Dique lateral esquerdo; Dique complementar de Hernandarias; Subestagoes seccionado-
ras; Obras para navegacgio (terminais e conexdes terrestres, eclusas, canais, elevadores, e seus similares)
(ITAIPU BINACIONAL, 2010). Mais detalhes veja a Figura 1.

Nivel do reservatério El. 220 m

@ Barragem de terra esquerda
@ Barragem de enrocamento
@ Barragens de ligacdo
@ Estrutura de desvio
@ Barragem principal
@ Casa de Forca e Areas de Montagem
@ Barragem lateral direita
Vertedouro

Barragem de terra direita
Dique de Hernandarias

Figura 1: Planta da Barragem.

Fonte: ITAIPU Binacional (2017).

A Ttaipu tém o auxilio de 2.400 instrumentos (1.358 no concreto, 881 nas fundagoes e 161
para geodesia), sendo 270 automatizados, e 5.295 drenos (949 no concreto e 4.346 nas fundagoes) para
acompanhar o desempenho das estruturas de concreto e fundagoes (ITAIPU BINACIONAL, 2010).

Na Figura 2 sao representadas as instrumentacoes de um bloco chave da barragem principal.
Um bloco-chave é um bloco altamente instrumentado estrategicamente, por ser considerado mais relevante
mediante aspectos de engenharia.

Este trabalho utilizou a base de dados do Sistema de Gestao de Medi¢des (GSM) da barragem
de Ttaipu, disponibilizada pelo Centro de Estudos Avancados em Seguranca de Barragens (CEASB). O
conjunto de dados é composto pelos valores mensurados pelos sensores dos péndulos direto e invertido
instalados ao longo do bloco F19/20 da barragem de concreto e esses valores foram aferidos manual-
mente pelos técnicos e engenheiros de Itaipu. Tais intrumentos mensuram os deslocamentos horizontais
(relativos) do bloco de concreto.

O péndulo direto possui varios sensores que vao da crista da barragem até o contato concreto-
rocha. Segundo Silveira (2003 apud GARCIA, 2016, p.22), este instrumento é utilizado na medic¢ao dos
deslocamentos horizontais da crista da barragem, que sao afetados pelas seguintes grandezas fisicas:

e Deflexao da estrutura de concreto;
e Rotacao da base da estrutura, devido & deformabilidade da fundacao;
e Influéncias térmicas ambientais.

As medicoes de deslocamento desses péndulos sao relativos, pois eles sdo instalados em vérios
pontos da estrutura.

Os péndulos invertidos sdo instalados na fundagio da barragem, em um ponto suficientemente
profundo para ser considerado ponto fixo e vao até o contato concreto-rocha. Estes péndulos calculam
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os deslocamentos horizontais da base da barragem em relagao a pontos profundos da fundacao (ITAIPU
BINACIONAL, 2010).

As leituras consideradas foram entre janeiro de 2000 até junho de 2015 com periodicidade
mensal, ou seja, dispde-se de uma amostra de 186 observagoes (n = 186). Existem 7 sensores dos
péndulos, 6 sensores do péndulo direto (COF17, COF18, COF19, COF20, COF21 e COF22) dispostos
ao longo da estrutura do bloco e, 1 sensor do péndulo invertido (COF23) localizado na base do bloco.
Assim, tem-se 14 variéveis, pois os deslocamentos sdo na diregdo x, ou seja, no sentido do fluxo (diregéo
montante-jusante) e, na dire¢do y, perpendicular ao fluxo (margem direita-esquerda). Portanto, a amostra
¢ uma matriz de dimensao 186x14.

l Cortina de injegéo

— Contato litolégico (zona cisalhada)

Feigdo geologica (junta A)

" Grupo de deformimetros
== Medidor de junta interno
® Péndulo direto

“+ Péndulo invertido

B 4 Extensometro

’ Tanel de drenagem B Plezémetro

ﬁ Concrefo das chavelas = Marco topogréfico

" Cortina de injegao : g:::ldme‘"ﬁnagem # Prisma geodésico
S T o “ Medidor de vazdo
ermémetroede massa interna . P
- - 2 W Marcos para medidor de junta removivel
' Maciga da fundagdo (basalto) = Termometroedesuperficie no piso B -
* Grupo de tensémetros ¥ Marcos para medidor de junta removivel
I Tesémelro simples na parede

Figura 2: Representacdo de um Bloco Chave da Barragem Principal e sua Instrumentagao.

Fonte: ITAIPU Binacional (2010).
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3.2 Resultados da Aplicacao nos Dados da Usina Hidrelétrica de Itaipu

A ACP foi aplicada nas 14 varidveis que sao referentes a 7 sensores dos péndulos direto e
invertido: COF17X, COF17Y, COF18X, COF18Y, COF19X, COF19Y, COF20X, COF20Y, COF21X,
COF21Y, COF22X, COF22Y, COF23X e COF23Y.

A Tabela 1 mostra as médias, medianas, desvio padrdo, valores minimos e méximos das 14
variaveis. Nota-se que a varidvel COF22X registram os maiores movimentos da barragem, ja as variaveis
COF18Y e COF21Y registram os menores movimentos da barragem. As maiores dispersoes entre os
dados sao da variavel COF21X, e as menores sao da varidvel COF23Y.

Tabela 1: Estatistica Descritiva da Varidveis

Variavel | Média Mediana Desvio Padrao Minimo Maéaximo
COF17X | 2,12 2,15 0,30 1,20 2,80
COF17Y | 2,19 2,20 0,27 1,60 2,80
COF18X | 3,01 3,05 0,78 1,10 4,50
COF18Y | 0,88 0,90 0,23 0,50 1,60
COF19X | 5,24 5,25 1,21 2,40 7,30
COF19Y | -0,84 -0,90 0,40 -2,00 0,10
COF20X | 7,75 7,80 1,31 4,40 10,10
COF20Y | -1,24 -1,2 0,42 -2,30 -0,30
COF21X | 10,24 10,30 1,37 6,50 12,70
COF21Y | -0,79 -0,90 0,41 -1,60 0,10
COF22X | 15,21 15,35 1,64 11,10 18,30
COF22Y | -1,97 -2,00 0,24 -2,40 -1,00
COF23X | 3,72 3,70 0,23 3,20 4,30
COF23Y | 1,86 1,90 0,14 1,40 2,20

As Figuras 3 e 4 apresentam graficos box-plot. Por conveniéncia foi decidido separar o grafico
box-plot em dois, pois, utilizando apenas um grafico, a leitura do mesmo estava dificil, devido a algumas
varidveis terem amplitudes pequenas. Dessa forma, separou-se os graficos observando as médias das
variaveis.
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Deslocamentos (mm)

15

10

COF17X COF18X COF19X COF20X COF21X COF22X COF23X

Sensores
Figura 3: Gréfico box-plot
Fonte: O autor (2017).

Na figura 3, pode-se notar que todas as variaveis sao referentes aos sensores com deslocamento
na dire¢cdo x. A varidvel com maior amplitude é a COF22X, seguida das varidveis COF21X, COF20X,
COF19X, COF18X e COF17X nesta mesma ordem, todas essas variaveis representam os deslocamentos
dos péndulos direto. A variavel de menor amplitude é a COF23X, que representa o deslocamento do

péndulo invertido.

Deslocamentos (mm)

™

-2

I
i
T
=

T T T T T T T
COF17Y COF18Y COF19Y COF20Y COF21Y COF22Y COF23Y

Sensores
Figura 4: Gréafico box-plot
Fonte: O autor (2017).

Na figura 4, pode-se notar que todas as varidveis sao referentes aos sensores com delocamento
na direcdo y. Com auxilio do grafico, é possivel notar que as variaveis COF18Y, COF22Y e COF23Y
possuem outliers (pontos discrepantes). As varidveis com maior amplitude sdo COF19Y, COF20Y e
COF21Y (em ordem decrescente), e a varidvel com menor amplitude é a COF23Y, que representa o

deslocamento do péndulo invertido.

A Tabela 2 apresenta os cinco primeiros autovetores associados aos cinco primeiros autovalores
em ordem decrescente. Os escalares dos autovetores representam os pesos das varidveis originais em cada
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uma das componentes principais. Quanto maior o valor numeérico referente a variavel, mais importante
ela é na componente principal. Apresenta-se apenas as cinco primeiras componentes principais, as demais
componentes nao sao exibidas na Tabela 2 por apresentarem pesos muito pequeno.

Tabela 2: Autovetores da Matriz de Correlagao
Variavel CP 1 CP 2 CP3 CP4 CP5

1 -0,301 -0,113 0,013 -0,215 0,889
2 -0,087 0,353 -0,438 -0,055 -0,034
3 0,375 -0,046 0,131 -0,138 -0,078
4 0,237 -0,193 -0,452 -0,094 -0,123
5 -0,378 0,033 0,099 -0,073 -0,148
6 0,107 -0,441 -0,154 0,143 0,099
7 0,384 0,006 0,081 -0,074 -0,078
8 0,147 -0,438 -0,079 0,118 0,096
9 0,382 0013 0064 -0,050 -0,129
10 0,052 -0,479 0,049 0,026 -0,055
11 -0,378 -0,071 0,048 -0,021 -0,132
12 0,121  -0,265 -0,560 0,054 -0,171
13 0,046 0,360 -0,436 0,269 0,266
14  -0,267 0,019 0,167 0,894 0,061

Nota-se que a primeira CP estd mais relacionada com a terceira, quinta, sétima, nona, dé-
cima primeira e décima quarta varidveis originais, ou seja, mais relacionada com as variaveis COF18X,
COF19X, COF20X, COF21X, COF22X e COF23Y. Nota-se que sao todos sensores do péndulo direto cu-
jos deslocamentos sdo na direcdo x, ou seja, na diregdo do fluxo do reservatério. A segunda CP estd mais
relacionada com a sexta, oitava e décima variaveis originais, ou seja, com as variaveis COF19Y, COF20Y
e COF21Y, sensores do péndulo direto cujos deslocamentos sdo na direc¢do y, ou seja, na dire¢do normal
ao fluxo do reservatério. A terceira CP estd mais relacionada com a segunda, quarta, décima segunda
e décima terceira varidveis originais, ou seja, com as variaveis COF17Y, COF18Y, COF22Y e COF23X,
ou seja, deslocamentos na direcdo y dos sensores do péndulo direto e sensor do péndulo invertido cujo
deslocamento é na direcdo x. A quarta e quinta CP est@o mais relacionadas, respectivamente, pela ultima
(COF23Y) e primeira (COF17X) variavel original. Considera-se desnecessaria a inclusdo de duas outras
componentes por critério de parcimoénia, assim a primeira variavel COF17X, ou seja, o sensor do péndulo
direto cujo deslocamento é na dire¢do x e a ultima varidvel COF23Y, o sensor do péndulo invertido cujo
deslocamento é na direcao y, sao consideradas como relevantes na primeira componente principal. Esta
escolha de considerar apenas as trés primeiras componentes se justifica novamente a seguir, pelos critérios
de proporg¢ao de varidncia explicada pelas componentes e também pelo critério de Kaiser.

A Tabela 3 representa cada autovalor das dez primeiras componentes principais, bem como a
varidncia explicada e acumulada de cada uma das componentes apresentadas.

Percebe-se que as trés primeiras CP tem um valor considerdvel de variancia explicada das va-
ridveis originais, em que elas representam 47,00%, 28,08% e 10,61% respectivamente, e juntas somam
um total de 85,70% de variancia explicada das varidveis originais. Portanto, a técnica se mostra eficiente
por reduzir o nimero de varidveis de um trabalho posterior de analise de dados, ou seja, antes o pes-
quisador precisava analisar 14 varidveis originais, agora é possivel analisar apenas trés variaveis que sao
as trés componentes principais que representam bem a variabilidade dos dados. Para definir o nimero
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de CP adequado pode-se utilizar também o critério de Kaiser, no qual todas as componentes principais
referentes aos autovalores A menores ou iguais a 1 sdo descartadas. Utiliza-se o grafico Scree-plot (Figura
5) para auxiliar nessa decisao.

Tabela 3: Autovalores , variancia explicada e variincia acumulada associadas as componentes principais
CP )\, % Explicada % Acumulada

1 658 47,00 47,00
2 393 28,08 75,08
3 148 10,61 85,70
4058 4,16 89,86
5 0,39 2,83 92,70
6 0,31 2,25 94,95
70,26 1,86 96,82
8 0,19 1,40 98,23
9 0,09 0,68 98,92
10 0,07 0,53 99,45

Pela tabela 3 é possivel notar que apenas as trés primeiras componentes principais tem valor
de X\ maior que 1. Assim, pelo critério de Kaiser, apenas essas componentes seriam utilizadas e as demais
seriam descartadas.

Valor Autovalores

o

-~
°—o0—0o_,
—0—0—0—0—0-—0

T T T T T T I
2 4 6 8 10 12 14

Numero de autovalores
Figura 5: Gréafico Scree-plot
Fonte: O autor (2017).

O grafico scree-plot também auxiliou na decisao do niimero de componentes a serem utilizadas,
pois ao plotar os pontos para este grafico e tragar uma reta onde os valores dos A sao 1, a visualizagdo
de quantas sao as componentes é facilitada.

Portanto, das 14 varidveis originais, apenas trés componentes principais foram consideradas
mediante todos esses critérios. As componentes sdo dadas pelas seguintes combinacgoes lineares:

CPj = [’Uj]/ * [Z] = €j121 + ...+ 6j14Zl4
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. . M . e . ~
onde [v;] é o autovetor normalizado e Z; = , Ou seja, as componentes principais sao combinagoes

o
lineares das variaveis padronizadas. Sejam

2COF17X [ —0,301
2COF1TY —0,087
2COF18X —0,375
2COF18Y 0,237
2COF19X —0,377
2COF19Y 0,106

2COF20X —0,384

Z=1 .cory € M= 0,146 (2)
2COF21X —0, 381
2COF21Y —0,052
2COF22X —0,378
2COF22Y 0,131
2COF23X —0,046
| 2COF23Y | | —0,266 |

entdo a primeira componente principal CP; = [v1] * [Z] é dada por

CP; =—0,301 % 2COF17X — 0,087« zCOF17Y — 0,375 % zCOF18X — 0,237 %« 2zCOF18Y — 0,377
2zCOF19X + 0,106 x 2zCOF19Y — 0,384 % zCOF20X + 0,146 * zCOF20Y — 0,381 x 2COF21X — 0,052 *
zCOF21Y — 0,378 x zCOF22X — 0,131 x 2zCOF22Y — 0,046 * zCOF23X — 0,266 + zCOF23Y .

Seja

[ —0,112
0,352
—0,046
—0,192
0,033
—0,441
0,006
—0,438 (3)
0,013
—0,479
—0,071
—0, 264
0,360
0,019

Vg =

a segunda componente principal C Py = [vs]" % [Z] & dada por

CPy, =—0,112% 2COF17X + 0,352 % zCOF17Y — 0,046 * z2COF18X — 0,192 %« 2zCOF18Y + 0,033
2COF19X — 0,441 x 2zCOF19Y + 0,006 * zCOF20X — 0,438 * zCOF20Y 40,013 x* 2COF21X — 0,479 %
zCOF21Y — 0,071 x 2COF22X — 0,264 x 2COF22Y + 0,360 * 2zCOF23X + 0,019 « 2zCOF23Y
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E, por fim, seja

0,012
—0,438
0,130
—0,452
0,098
—0,153
0,081
—0,078 )
0,064
0,048
0,047
—0, 560
—0,435
0,166

V3 =

a terceira componente principal CP3 = [v3]’ * [Z] é dada por

CP; = 0,012 * zCOF17X — 0,438 x zCOF17Y + 0,130 * zCOF18X — 0,452 % zCOF'18Y + 0,098 x
zCOF19X — 0,153 % zCOF19Y 40,081 x 2COF20X — 0,078 x zCOF20Y + 0,064 « zCOF21X + 0,048
zCOF21Y + 0,047 % zCOF22X — 0,560 x« zCOF22Y — 0,435 %« zCOF23X + 0,166 x zCOF23Y .
X

Portanto, com a aplicacao da técnica foi possivel reduzir um nimero de 14 varidveis originais a
serem monitoradas para um nimero de 3 novas variaveis que representam 85% da variabilidade total das
varidveis originais. Apoés definidas essas 3 novas variaveis, o monitoramento pode ser realizado de varias
maneiras como, por exemplo, a construcao das cartas de controle multivariado. Em geral, quando
as varidveis sdo altamente correlacionadas entre si, o uso direto de graficos de controle multivariados
convencionais levam ao aumento das taxas de falsos alarmes, ou seja, nessa aplicacao seria invidvel
trabalhar com as 14 variaveis originais, porém, com as 3 novas varidveis nao correlacionadas é possivel.
A aplicagao da técnica nesse contexto é imprescindivel como um pré-tratamento dos dados para a anélise
posterior (SIMO, 2017).

4 CONSIDERACOES FINAIS

A analise de componentes principais ¢ uma técnica extremamente util quando se trabalha com
dados cujas variaveis sao correlacionadas. Neste caso, é possivel redimensionar os dados, diminuindo o
numero de varidveis para futuras analises, sem perda consideravel de representatividade.

Na aplicacao aos dados dos sensores dos péndulos haviam 14 varidveis originais. Com a uti-
lizacao da anélise de componentes principais, utilizando os critérios de varidncia explicada e de Kaiser,
apenas 3 componentes principais foram consideradas para representar as varidveis originais. As trés com-
ponentes juntas representam 85% da variabilidade total das variaveis originais, mostrando a eficiéncia da
técnica e a reducao consideravel no nimero de varidveis.

Como trabalhos futuros, as trés componentes consideradas podem ser varidveis dependentes
em modelos de regressao cujas varidveis independentes poderiam ser nivel do reservatério e temperatura,
por exemplo. Pois essas variaveis de condi¢oes ambientes influenciam a movimentacao dos blocos. Outro
possével trabalho seria utilizar as componentes principais em cartas de controle multivariadas.
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REsumo

Este artigo relata a experiéncia de um estagiario na organizacdo e manutencédo do Laboratério de
Ensino de Matematica da Universidade Tecnolégica Federal do Parana — Campus Toledo. O estagio
foi realizado no periodo de novembro de 2017 a abril de 2018 e suas fungbes contemplavam, entre
outras tarefas, a organizacdo e manutengcdo do ambiente, a catalogacdo de materiais didaticos e a
supervisdo de seu uso. Algumas estratégias foram adotadas nesse periodo, como a alteragdo da
disposicdo dos méveis e materiais e a implementagdo de um sistema eletrénico para catalogagéo e
empréstimo de livros. O teste e a implementac&o de estratégias serviram como ponto de partida para
reflexdes a respeito da manutencdo de um LEM, indicando a necessidade de pensar o espago de
modo a tornar-se atrativo e agradavel aqueles que o utilizam. Essa organizagdo e a manutencéo
dessa organizagéo viabilizou o entendimento e compreensdes a respeito do LEM tanto como espaco,
quanto como possibilidade para a pratica pedagogica.

Palavras-chave: Educacdo Matematica. Laboratério de Ensino de Matematica. Organizagdo e
Manutencéo.

INTRODUGAO

A criagdo de um Laboratério de Ensino de Matematica (LEM) n&o é uma realidade de
todas instituicdbes de ensino. Além disso, muitas das instituicdes que conquistaram essa
criacdo enfrentam dificuldades que dizem respeito a sua utilizacdo e manutencgéo, seja no
que diz respeito a organizagédo do espaco, seja ha compra e reposi¢cao de materiais.

Um dos principais motivos que levam a tais dificuldades ¢ a falta de reconhecimento
e incentivo dos 6rgédos governamentais com relacdo ao LEM. Outro motivo, contudo,
consequéncia do primeiro, é a falta de um profissional responsavel por preservar esse local.

Em novembro de 2017, a coordenagdo do curso de matematica, junto a UTFPR —
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Campus Toledo, conseguiu uma vaga de estagio para auxiliar na conservacéo e
manutencao do LEM. Este artigo foca no trabalho realizado pelo estagiario que ocupou tal
vaga — primeiro autor deste texto —, relatando sua experiéncia na organizagcado do LEM da
instituicdo. Nesse periodo foram pensadas e testadas varias estratégias a fim de otimizar o
espaco do LEM e organizar as atividades que nele sdo desenvolvidas. Algumas deram
certo, outras nem tanto, por isso consideramos valido compartilhar essa experiéncia no
sentido de elencar algumas orientagdes e/ou sugestbes utilizadas por nés para a

organizacdo e manutencado do LEM.

LABORATORIO DE ENSINO DE MATEMATICA (LEM)

Como o proprio nome diz, o LEM — Laboratério de Ensino de Matematica — &, em
primeiro lugar, um ambiente de trabalho, “[...] propicio para estimular no aluno o gosto pela
matematica, a perseveranca na busca de solugdes e a confiangca em sua capacidade de
aprender e fazer matematica” (SILVA, 2004, p.3). Em outras palavras, o LEM ndo é uma
sala de aula comum e, assim sendo, precisa ser construido de uma forma que atraia o aluno
a ter vontade de estudar, de realizar investigagdes, de aprender matematica.

Por outro lado, para Corradini (2014), a construgcéo e disseminagédo do conhecimento
depende de um ambiente que favoreca o ensino e a aprendizagem, o que, de acordo com a
autora, depende do desempenho do professor. Ou seja, é de responsabilidade do professor
proporcionar um conjunto de ferramentas — ndo apenas fisicas, mas teoéricas, culturais, etc.
— que dé subsidios para o envolvimento dos alunos como corresponsaveis pela construcao
de seu conhecimento.

Nessa perspectiva, ambiente ndo deve ser entendido exclusivamente como um
espaco fisico, mas no sentido colocado por Skovsmose (2000) quando trata de “ambiente de
aprendizagem”, ou seja, refere-se a todas as condi¢gbes disponibilizadas aos alunos, desde
o espaco fisico, os materiais, até a pratica pedagogica utilizada pelo professor. Desta forma,
o entendimento de LEM deve ir além de uma referéncia a uma sala ou depésito de materiais
didaticos, deve considerar uma mudancga de atitudes, tanto por parte do aluno, quanto do
professor, que deve se dedicar a criagdo de situagdes pedagogicas desafiadoras, nas quais

o aluno é convidado a fazer investigagbes, questionamentos, reflexdes e a aprender

UTrrr

IVERSIDADE TEGHOLOGIGA FEDERAL DO PARANA

49



VI Semana da Matematica da UTFPR — Toledo

VI E !/\/\ T Ser professor que ensina matematica em uma
T T UTrees

era tecnolégica

ISSN 2358-4947 Toledo. 07 a 11 de maio de 2018

(LORENZATO, 2012).

Para Kowaltowski (2011), a qualidade do ambiente depende da qualidade dos seus
componentes e a qualidade das relacées humanas desenvolvidas nesse ambiente é a mais
importante. Nesse sentido, a conquista de um espago para a construgdo do LEM é um
comeco e ndo um fim, depois de estabelecido as preocupagcdes em relagcdo ao LEM vao em
direcdo a sua manutencgdo, a organizagdo do espaco, a dindmica de uso. Mediante essa
preocupacao, a coordenacgdo do curso de licenciatura em matematica, junto a direcao, da
UTFPR — Campus Toledo conseguiu realizar a contratagdo de um estagiario para auxiliar no

exercicio de tais fungdes, cuja experiéncia colocamos em discussao neste artigo.

O LABORATORIO DE ENSINO DE MATEMATICA DA UTFPR — CAMPUS TOLEDO

O LEM da UTFPR — Campus Toledo (Figura 1) esta organizado em uma sala na qual
os académicos do curso de licenciatura em matematica da instituicdo tém livre acesso. Ele é
composto por uma diversidade de materiais didaticos, tanto produzidos industrialmente,
quanto confeccionados pelos proprios alunos e docentes em disciplinas e/ou projetos.
Livros, materiais montessorianos, sélidos em acrilico, jogos, materiais de consumo entre
outras ferramentas sdo exemplos de materiais que estédo disponiveis para uso dos docentes
e alunos nas atividades académicas. Além disso, dispde de alguns computadores que estéo
disponiveis para uso dos alunos, bem como de mesas grandes que permitem a organizagéo

e o trabalho em grupos.

Figura 1 — Laboratério de Ensino de Matematica da UTFPR — Campus Toledo
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= T
Fonte: http://lemutfprmatematica.wixsite.com/lem-matematica-pt.

Por ser equipado de tal maneira, o LEM é diariamente utilizado pelos alunos para
realizarem seus estudos, trabalhos, e outros. o que, de certa forma, estimula o convivio
social entre os alunos do curso, permitindo o compartiihamento de experiéncias e a criagao
e desenvolvimento de grupos de estudo, promovendo um companheirismo na realizacédo de
suas atividades.

Além disso, o LEM é utilizado como sala de reunides de projetos e/ou programas
como o Programa Institucional de Bolsas de Iniciagdo a Docéncia (Pibid) e as Oficinas de
Matematica — que sao realizadas semestralmente na instituicdo e ofertadas aos alunos da
Educacdo Baésica; como espago para orientagcdo de alunos — de iniciagdo cientifica,
trabalhos de conclusao de curso, de projetos e/ou programas, e outros; e, ainda, como sala
de aula por algumas disciplinas, como as de Estagio Supervisionado na Educagao Basica,
Modelagem Matematica e a propria disciplina de Laborat6rio de Ensino de Matematica, ou

seja, disciplinas em que sao realizados, principalmente, trabalhos e discussdes em grupo.

A ORGANIZAGAO DO LEM DA UTFPR — CAmMPUS TOLEDO

Por se tratar de um ambiente em que muitos alunos e docentes do curso passam
boa parte de seu tempo, espera-se que assim como qualquer LEM, o da UTFPR — Campus
Toledo, seja também um local agradavel e bem organizado. Dessa forma, o ambiente do
LEM foi pensado e organizado de forma a favorecer suas caracteristicas estruturais,

funcionais e visuais. Isto é, foi pensada a disposicdo das mesas, cadeiras, armarios,
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bancadas, computadores e demais materiais de modo a facilitar e regularizar o seu uso e de
maneira que o local ficasse atrativo aos olhos de quem o vé e, principalmente, aqueles que
convivem nesse espaco diariamente.

Outro cuidado tomado foi que as mudangas fossem realizadas de modo a né&o
interferir nas atividades académicas, portanto as mudangas em sua estrutura,
principalmente, foram realizadas no periodo de recesso escolar.

De fato, tal organizagdo nao foi simples, o LEM possui muitos materiais e o livre
acesso a esses materiais torna a tarefa dificil, talvez mais ainda que organizar, de manter a
organizagao. Além disso, ndo ha um manual que descreve como organizar um LEM — quem
dera existisse —, ha apenas algumas orientagbes tedricas que fornecem algumas sugestbes
e fornecem exemplos de atividades que sdo ou podem ser desenvolvidas em um LEM.
Dessa forma varias estratégias foram pensadas e testadas, algumas com sucesso e outras
nem tanto.

Nossas acdes foram realizadas com base nas orientagdes dos docentes que utilizam
o LEM com mais frequéncia: organizacdo dos moveis e materiais, catalogacéo dos livros e
materiais didaticos, revisdo e supervisdo das normas de uso do LEM. Para facilitar a
apresentacdo de tais ac¢des, as organizamos segundo dois aspectos: a organizagdo do
ambiente e a organizacdo dos materiais didaticos, os quais foram realizadas por nés e,

agora, apresentamos na forma de orientagdes e/ou sugestoes.

ORGANIZAGAO DO AMBIENTE

Quando pensamos a organizagdo do ambiente, levamos em conta, entre outros

aspectos, a iluminacgéo, a acessibilidade, a limpeza e a ludicidade.

e lluminagao

As condicdes de estudo devem ser favoraveis e agradaveis. Para isso, prezamos por
um ambiente claro e arejado, ou seja, é aconselhavel que janelas e portas sejam mantidas
abertas, luzes em bom estado de funcionamento, para que possam ser ligadas sempre que

sejam necessarias.
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o Acessibilidade

Os objetos posicionados dentro do ambiente precisam estar bem-dispostos, isto €,
espacados e de facil acesso. Além disso, essa disposicdo deve favorecer a locomogéo no
ambiente, ou seja, 0s seus usuarios devem ter liberdade para se locomover sem invadir o
espaco dos outros e conhecer ou ter orientagdes a respeito de onde encontrar os materiais
que deseja. Nesse momento é preciso repensar a localizagéo e, talvez, até a quantidade de

mesas, cadeiras, armarios, sendo necessario algumas vezes dispensar um ou outro.

e Limpeza

O ambiente precisa estar limpo. Apos a realizagdo de quaisquer trabalhos deve-se
observar o lixo produzido e joga-lo em local apropriado, as lixeiras. Por isso lixeiras séo
objetos indispensaveis a um LEM, pelo menos uma para lixo reciclavel em seu interior e
uma para lixo organico no seu exterior — a fim de preservar um odor limpo e agradavel no
seu interior. Ainda com relagdo as lixeiras € preciso sempre supervisiona-las, evitando

deixa-las sobrecarregadas de lixo.

e Ludicidade

Como dito antes, um Laboratério de Ensino de Matematica ndo é uma sala de aula
comum, é um lugar onde a criatividade deve explorada e incentivada. Logo, o seu ambiente
precisa ter elementos que prezem pela ludicidade, pois, mesmo que se tenha um ambiente
bem planejado e funcional, se o que o aluno enxerga sdo apenas quatro paredes, um
quadro branco e alguns armarios, ele nao vera diferenga entre esse ambiente e a sala de
aula. E como isso pode ajudar a despertar sua criatividade?

Por isso, ao organizar o ambiente, evitamos deixar o ambiente monocromatico e com
todos os materiais guardados. Alguns cartazes coloridos foram espalhados no ambiente —
nas paredes, no mural; banners de pesquisas e trabalhos realizados por alunos foram
deixados a mostra; e alguns exemplares de materiais didaticos foram deixados em

exposicao sobre as bancadas ou pendurados nas paredes.

ORGANIZAGAO DOS MATERIAIS DIDATICOS
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Os materiais didaticos de um LEM nao se limitam a papéis, canetas e esquadros. Os
materiais didaticos e a forma como s&o organizados constituem o laboratério e ddo vida a
esse espaco de aprendizagem. Nesse sentido, € importante prezar por sua conservagao e

manutencao, estar atento as suas necessidades e explorar suas possibilidades.

e Conservacao e manutencao

E preciso cuidar do material didatico que ha disponivel no LEM, pois ndo é tdo
simples adquirir novos materiais. Nesse sentido & importante pensar onde colocar ou
guardar cada material, evitando sua danificacdo ou perda. Vale a pena, inclusive, manter um
controle de onde estéo disponiveis os materiais, para facilitar seu acesso.

Como se trata de um laboratério de livre acesso aos alunos e docentes do curso,
manter a organizagdo dos materiais torna-se mais dificil. Ha sempre algum material em uso,
sempre ha pessoas estudando no ambiente, consultando um livro, entdo ha a necessidade
de se estabelecer normas de uso. Essas normas devem estar fixadas em um mural ou
parede, em lugar visivel a todos.

Mas, além desse livre acesso permitir que os alunos usem o material disponivel no
LEM, permite também seu uso em estagios, projetos fora da instituicdo, desde que se tenha
a devida autorizagdo dos docentes. Nesse sentido, € preciso ter também um controle de
empréstimos dos materiais. Uma lista de retirada e de devolugcdo pode ser suficiente para
manter esse controle. pode-se também utilizar um sistema de empréstimos, como o
software BibLivre, no qual realizamos o cadastro de todos os titulos que constam em nosso
acervo. A ideia € que em pouco tempo esse sistema substitua a lista, e tenhamos acesso de

forma rapida e pratica sob a responsabilidade de quem esta determinado material.

¢ Necessidades

Um LEM nao se limita as necessidades basicas de uma sala de aula comum, néo
podemos limitar suas necessidades a folhas A4, canetas, giz e um quadro. Como se trata de
um ambiente criativo, precisamos de materiais que possam tornar ideias possiveis. As
necessidades sdo amplas e estdo sempre mudando, conforme a demanda de cada turma,
grupo, ou até mesmo, de tendéncias metodologicas.

No caso do LEM da UTFPR Campus Toledo, os materiais didaticos disponiveis
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devem suprir as necessidades de uso nos estagios, oficinas de matematica e projetos
promovidos pela coordenacao do curso de licenciatura em matematica. Dessa forma, o uso
de materiais é frequente, por isso devemos sempre ter em maos uma lista atualizada de

itens necessarios, para que, quando surgir a oportunidade, eles possam ser comprados.

e Possibilidades

As possibilidades de uso do LEM s&o muitas, vao até onde nossa criatividade nos
permite. Ter disponiveis materiais didaticos e manter sua organizagéo € fundamental para
seu bom funcionamento e pode incentivar a materializacdo de novas ideias. E interessante
que os materiais confeccionados pelos alunos fiquem em exposi¢cdo e sirvam de exemplo
e/ou motivagéo para a produgédo de novos materiais. Sugere-se inclusive a produgéo de um
acervo, com instrugbes para uso, sugestdes de encaminhamentos para a aula, discussbes
matematicas e possiveis questionamentos para orientar a investigacdo e desenvolvimento

da atividade por meio do material.

CONSIDERAGOES FINAIS

A vivéncia dessa experiéncia desencadeou o conhecimento e compreensdes de
questdes antes nédo pensadas como a visdo e o entendimento do que € um LEM, de que
este ndo se trata apenas de um ambiente ou depésito de materiais, mas se configura como
uma pratica pedagogica que se difere do ensino expositivo. Requer mudancas de atitudes
tanto dos alunos, quanto dos professores, uma vez que as aulas, nessa perspectiva, devem
prezar pela realizagdo de exploragdes, observagbes, testes e verificagdes, isto é, a aula
deve se tornar mais investiga, uma vez que o material didatico n&o ensina por si sé.

Dessa forma, a organizacdo do LEM deve prezar por essas caracteristicas,
mantendo um ambiente agradavel para permanecer e frequentar. Acreditamos que apos as
mudancgas realizadas o ambiente do LEM da UTFPR — Campus Toledo, tornou-se mais
atrativo, espacoso e mais limpo visualmente, muitos docentes e alunos que usam o LEM
confirmaram isso. Claro que nem todas as mudancgas deram certo e precisaram ser revistas,
afinal, organizacao é diferente de utilidade e, por isso, varios usuarios sugeriram algumas

modificagées, como a localizagdo de objetos ou disposi¢ao dos moveis, o que nos indica o
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animo que provocamos nos seus usudrios ao promover a organizacdo do LEM. Notamos,
inclusive, uma preocupacéo com relagao a sua utilizacdo e cuidado para nao desorganizar o
ambiente.

Vale salientar que o trabalho ainda n&o terminou e devido a sua frequente utilizagdo
ha muito ainda a se fazer pelo LEM, mas ja podemos sentir uma satisfacdo de ter realizado
um bom trabalho, de ter deixado esse ambiente um pouco mais organizado e atrativo.

Precisamos agora prezar por manter e/ou melhorar a organizagéo.
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1 INTRODUCAO

Um ntmero p € Z é primo se, e somente se seus Unicos divisores positivos sao 1 e o préprio
|p|. Sabe-se que existem infinitos nimeros primos em Z, encontrar nimeros primos possui sua principal
aplicagdo dentro da criptografia ([2], 2008). O algoritmo de criptografia RSA é um método que utiliza
nameros primos, pois além de seus parametros exigir dois nimeros primos p e ¢ suficientemente grandes,
o problema matemadtico envolvido em sua seguranca é equivalente a fatorar o nimero composto pg em
seus fatores primos.

Para trabalhar com nimeros primos, primeiro é necessario encontri-los, para isso existem
métodos mateméticos. O crivo de Erastétenes é o mais antigo dos métodos para encontrar niimeros
primos, e nao envolve nenhuma férmula explicita. Erastotenes nasceu por volta de 284 a. C. na Grécia.
E importante lembrar que crivo significa peneira.

Nicomaco em sua Aritmética, publicada por volta de 100 d. C., introduz o crivo de Erastotenes
da seguinte maneira: tomamos os numeros impares misturados de maneira indiscriminada e, por esse
método, como se fosse pelo uso de um instrumento ou peneira, separamos os primos ou indecomponiveis
dos secundarios ou compostos. Portanto o crivo funciona como uma peneira que s6 deixa passar os
numeros primos ([1], 2009).

O crivo determina todos os primos até um certo n € N previamente escolhido. Para realizar o
crivo, devemos listar os nimeros impares até n, em seguida riscamos todos os miltiplos de 3 maiores que
ele, em seguida procuramos o menor nimero da lista diferente de 3 que ndo tenha sido riscado, no caso o
5, e riscamos todos os multiplos dele maiores que ele, e assim por diante até chegar em +/n, os nimeros
que restarem serao nimeros primos.

Determinar se um ntmero é primo nao é equivalente ao problema de fatoracao. Existem
métodos que conseguem verificar se um niimero é primo ou composto mesmo que ndo obtenha a fatoragao
desse ntmero no caso composto. Dois desses métodos sao o Teste de Fermat e o Teste de Miller. Este
ultimo, embora nao verifique que um ntimero é primo com 100% de precisio, a probabilidade de se obter
um numero primo com esse teste pode ser controlada. Métodos como o Teste de Miller sao denominados
algoritmos de primalidade probabilisticos.

Neste trabalho apresentaremos uma demonstracao alternativa ao teorema do Teste de Miller.
Nesta demonstracao buscaremos simplificé-la, separando alguns resultados utilizados em forma de lema.
Para isso apresentaremos algumas defini¢des e resultados necessarios antes de apresentar a demonstragao
deste teorema.

2 ARITMETICA MODULAR

Definicao 1. Sejam n,a,b € Z comn # 0. Dizemos que a e b sGdo congruentes maodulo n e escrevemos

a=b modn

ssssssssssssssssssssssssssssssssss
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se a —b é mailtiplo de n.

Teorema 2. Dados n,a,b € 7Z, a =b mod n se, e somente se a e b possuem o mesmo resto na divisio
por n.

Prova: (=) Se a = b mod n, entdo a — b = nk com k € Z. Digamos que b = ng + r com
0<r<|n|,entdo a =nk+nqg+r=n(k+q)+r com 0<r <|nl. Logo, a e b deixam o mesmo resto r
na divisao por n.

(<) Sejar € Zcom 0 < r < |n|tal que a = ng1+7 e b = nga+r, entdo a—b = ng1+r—ng—r = n(q1 —q2),
logo a = b mod n. c.q.d.

Teorema 3. Dados n,a,b,c,d € Z com a = b modn e ¢c = d mod n. FEntao valem as sequintes

propriedades:
t. a+c=b+d mod n;
1. ac = bd mod n;

i4i. Para todo k € N,a* = b* mod n.
Prova:

i. Sea=b modnec=d mod n, entdo existem kq, ko € Z onde a — b = nky e ¢ — d = nks. Somando
as duas igualdades temos a — b+ ¢ — d = nky + nks, entdo (a +¢) — (b+ d) = n(k1 + kz2). Logo
a+c=b+d mod n.

ii. Sea=b modnec=d modn, entdo existem kq,ks € Z onde a — b = nky e ¢ — d = nko. Assim
a="b+nky e c =d+ nks. Logo

ac = (b + nkl)(d + nkg) = bd + bnkg + leld + Tl21€1k‘2 =bd + Tl(bkg + dkl + nklkg) = bd + nk

Temos entao que ac — bd = nk com k € Z, logo ac = bd mod n.

iii. Se k =1, temos que a' = b' mod n. Suponha que para algum m € N, temos que a™ = b™ mod n.
Sabemos que ¢ =b mod n e a™ = b™ mod n, entdo pelo item anterior

a™”-a=b"-b modn
a™tl =™t mod n
c.q.d.

A definicao de congruéncia médulo n é uma relacdo de equivaléncia, isto é, para todo a, b, c € Z,

a=a modn,sea=b modnentatob=a modnesea=>b modneb=c mod nentdaoa =c mod n.
Isso nos permite definir classe de equivaléncia e conjunto quociente por esta relacdo como segue.

Definicao 4. Dado n € Z com n # 0, definimos a classe de congruéncia de um inteiro a como
a={beZ:b=a modn}.
Definimos ainda o conjunto quociente mddulo n como

Z,=1{0,1,2,...n —1}.

...................................
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Dados @, b € Z,, definimos a adicdo e multiplicaciio de @ com b por @+ b =a+ b e ab = ab.
Embora essas definigoes dependam dos representantes a e b das classes de equivaléncia, o resultado final
nao dependeréa. A prova disso pode ser vista em [1].

Proposicao 1. Se p € um primo impar e k um natural, entao Z;k possui um gerador, isto €, existe

g e Z;k tal que para todo a € Z;k existe i € N tal que a = g'.

Proposigao 2. Seja p um nimero primo. Se d|p — 1, entao Z,, possui exatamente ¢(d) elementos de
ordem d. Em particular, Z; possui ¢(p — 1) # 0 geradores.

A prova das proposigoes 1 e 2 podem ser consultadas em [3].

Teorema 5. (Pequeno Teorema de Fermat) Se p € primo, entdo para todo n € Z, nP =n mod p.

Prova: Se n = 1, entdo temos que 1? = 1 =1 mod n. Suponha que para algum k € N, temos
que kP =k mod n. Temos entao que

(k+1)P = Xp: (“(ppi i)!) fp—i

i=0
p—1 |
(k+1)P =k +1+ ; <i!(pp’ i)!) kP
(k+1)P=k"+1+ng.
Logo (k+1)P=kP+1+ng=k"+1=k+1 mod n. c.q.d.

3 TESTES DE PRIMALIDADE

Sen>0el <b<n-— 1 sio nimeros inteiros e b"~! ndo deixa resto 1 quando dividido por
n, entdo n é um namero composto. “O niamero b é conhecido como uma testemunha do fato de n ser
composto” ([1],p. 105). Este fato nos permite construir um algoritmo para verificar se um ntmero n é
composto.

Algoritmo 6. Teste de Fermat

Entrada: um inteiro positivo impar n.

Saida: um fator de n ou uma mensagem indicando que n € primo.

Passo 1: Comece com x = [\/n]; se n = 2% entio x ¢ fator de n e podemos parar.

Passo 2: Caso contrdrio incremente x de uma unidade e calcule y = v/ x? — n.

Passo 3: Repita o Passo 2 até encontrar wm valor inteiro para y, ou até que T seja igual a "TH no

primeiro caso n tem fatores x +y e x — y, no sequndo n € primo

Um problema desse algoritmo é que nem sempre quando ele concluir que n é primo ele realmente
serd. Em [1] é dito que Leibniz achava que seria um ntmero primo, ele tomava b = 2, que é o caso mais
simples de calcular. Mas isso nio é verdade, por exemplo 2% = 1 mod 341, portanto 341 seria um
numero primo, mas 341 = 11 - 31. Esses “falsos primo” sdo conhecidos como pseudoprimos.

...................................
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Observe que se p for primo, b € Z e p 1 b entdo, pelo Teorema 5, »»~! = 1 mod p. Observe

que
bl -1 =02 — 1= (592 + 1) ()2 + 1) (02 + D)+ 1) — 1) =0 mod p.
Portanto
ou (b2 =-1  modp
ou ()27 =-1 modp
ou (b9 =-1  modp
ou b =-1 mod p
ou bl =1 mod p

Substituindo p por um inteiro n, caso uma destas congruéncias nao seja satisfeita, entao n sera
composto. Este fato é base para o Teste de Primalidade de Miller. O Teste de Miller descrito abaixo é
fundamentado desse desenvolvimento do Teorema 5.

Algoritmo 7. Teste de Miller

Entrada: um inteiro impar n, e a base b, onde 1 <b<n—1

Saida: uma das mensagens: ‘n é composto’ ou “teste inconclusivo’

Passo 1: Divida n—1 sucessivamente por 2 até encontrar q (um nimero impar) e k tais quen—1 = 2kq
Passo 2: Comece fazendo i =0 e r = resto de b? por n

Passo 3: Sei=0er=1ousei>0er=n—1 a saida é “teste inconclusivo’

Passo 4: Incremente i de 1 e substitua r pelo resto da divisdo de r* por n

Passo 5: Se i < k volte ao Passo 3, sendo a saida é "n é composto’

A principio, quanto o teste tem saida inconclusivo, duas coisas podem acontecer: n pode ser
primo, ou n pode ser composto. Vejamos um exemplo a seguir. Vamos aplicar o niimero 341 ao teste de
Miller. Pelo Passo 1, temos que 341 — 1 = 22 - 85. Precisamos calcular as poténcias de 2 médulo 341
para os expoentes 85 e 170, assim temos que 28° = 32 mod 341 e 2'7° = 322 = 1 mod 341. Portanto
341 é composto pelo teste de Miller.

Teorema 8. (Teste de Miller) Seja n um nimero impar composto. Se n— 1 = 2"m para naturais r e m,

com m impar, entdo n € pseudoprimo com respeito a no mdzimo 25% dos elementos pertencentes a Z,.

4 PROVA DO TESTE DE MILLER

Lema 9. Seja n um nimero fmpar livre de quadrados. Se n — 1 = 2"m com m impar, n = p1ps...pg a
fatoragdo de n e para cada i € {1,2,....,k}, p; — 1 = 2"'m; com m; impar. Nestas condigdes, o nimero

de raizes X™ —1 em Z,, é (m,m1)(m,msz)...(m, my), sendo (a,b) = mdc(a,b).

...................................
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Prova: Pela proposicao 1, dg; € Z tal que 0 < g; < p; e g; gera Z,,.
Vamos fixar um inteiro a tal que 0 < a < n e (a,n) = 1. Para cada i, existe a; com
0<a; <p; —1tal que
(@) = (91", 92", - g™ )- (1)
Agora, caracterizaremos os a's tais que @™ = 1 em Z,. Pela operagio de cartesiano de grupos e por (1)
temos que
(1,1,..,1) =¥(1) = V(@) = (g1, 32", ..., gp ™).
Consequentemente esta igualdade sera satisfeita se, e somente se p; — 1 = 2"'m;|a;m para cada i €
{1,2,...,k}.
Como 2"im;|a;m entdo
a;m=2"m;z

2"m,z
a; =
m
2" mym;z
Ay = —————
mm;
2"m; m;z

“ mymy)  mym)

com z € Z. Portanto, a; é multiplo de 5;3;‘)

Como 0 < a; < p; — 1, existem (m, m;) opgoes para a;. Entdo o ntimero de raizes para X™ —1
em Z, &
(m,mq)(m, ma)...(m, my).

c.q.d.

Lema 10. Seja n um nimero impar livre de quadrados. Se n — 1 = 2"m com m impar, n = p1ps...pr @
fatoragao de n e para cada i € {1,2,....k}, pi—1 = 2"im; com m; fmpar. Nestas condi¢des, o nimero de
raizes X2™ +1 em Z,, é 2K (m, my)(m, ma)...(m,my) quando j < min{ry,...,rx} ou 0 caso contrdrio.

Prova: Pela proposigao 1, dg; € Z tal que 0 < g; < p; e g; gera Z;, .
Vamos fixar um inteiro a tal que 0 < a < n e (a,n) = 1. Para cada i, existe a; com
0<a; <p; —1tal que
\I/(a) = (gilalag?a(zv "'797ak)' (2)

Para j € {0,1,...,r — 1}, necessitamos descrever os a’s tais que @@'™ = ~1 em Z,. Pela
operacgao de cartesianos de grupos e por (2) temos que

(CL=T,., =) = W(=1) = W@ ™) = (G2 @™, @2 ", L ). 3)
Consequentemente essa igualdade seré satisfeita se, e somente se
pi— 1= 2”mi|2j+1aim pi—1=2""m; ¢ 2 a;m (4)

para cada i € {1,2,...,k}.
Observe que de (3) temos que

(EQj“im) = -1 mod p;
(@ *™)? = (1) mod p;
EQHI‘“m =1 mod p;

Portanto a ordem de g; é igual a p; — 1 = 2"im,;. Assim

2t gm = 2"im, 2

...................................
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= 27"11—1'—1 ) m; ) m;z
P =

(m,m;)  [m,my)

mq;z

com z €Ze [momi]

impar.
miq
(m,m;)"

Ressaltamos que a; # ori—j

(m,m;)"

Portanto (4) equivale a a; ser miltiplo impar de 27i—7~!
Como 0 < a; < p; — 1, entdo existem 27 (m,m;) opgdes para a;. Portanto o nimero de raizes
para X2™ + 1 em Z, ¢
283 (m, my) (m, ma)...(m, my)

quando j < min{ry,...,m;} ou 0 caso contrario. c.q.d.

Com os resultados dos lemas 9 e 10, podemos prosseguir com a prova do Teorema 8.
Se n é pseudoprimo com respeito a a, entdo a” ! = 1 por definiciio. Portanto, a possui inverso
multiplicativo em Z,,. Assim, devemos mostrar que vale a seguinte desigualdade

[{a € Z : n é pseudoprimo com respeito a a}| 1
Pn = < -

S

n—1

Caso 1: n nao é livre de quadrados.
Por defini¢do, 3 primo p tal que p?|n. Seja t um natural satisfazendo n = p?t. Pela proposicio 1, 3g € N
tal que 0 < g < p* e g & um gerador para Z.
Assuma que n é pseudoprimo com respeito a @, onde

aeN;0<a<n, (5)

em particular,
a"'=1 mod n. (6)

Vamos obter um limite superior para estes inteiros satisfazendo (5) e (6). De (6) temos que
a"1=1 modn=a"1-1=0 mod p?t

a" ' -1=0 modp®=a""'=1 mod p* (7)

Como g é gerador de Ly, entao
i eZ0<i<o(p®) =plp—1),a=g" modp”. (8)

De (7) e (8), temos que 4
a" =g =1 mod p?.

Pelo Teorema de Lagrange, a ordem de g em Z,2 divide i(n — 1). Isto &, p(p — 1) divide
i(p*t —1). Logo, i tem que ser miltiplo de p. Portanto i = pj, com j € Z tal que 0 < j < p — 1.
De (5) e (8) temos que
a=g" +sp’ (9)

com0<s<teseclZ.

Como j varia de 0 até p — 1, e s varia de 0 até ¢, entdo temos no méximo (p — 1)t valores
possiveis para a satisfazendo (9), com 0 < a < n. Portanto n é pseudoprimo com respeito a no maximo
(p — 1)t elementos de Z,,. Entao

[t

— 1)t — 1)t — 1)t -1 1
Pﬂg(p ):(p2 )<(p2 t__p _ <L
n—1 p2—-1 (P -1t ((pE+LE-1) p+1 4

pois n é impar, logo p > 3.
Caso 2: n é livre de quadrados.
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Pelos lemas 9 e 10, temos que n é pseudoprimo com respeito a exatamente

min{ry,ra,...,rg,r}—1
(m,m1)(m, ms)...(m, my) + Z 283 (m, my) (m, ms)...(m, my,)
j=0
elementos de Z,,. Portanto
min{ry,...,r}—1 .
Y
=0

(m,my)...(m,my,)

P, =

n—1

Substituindo a soma da P.G. de razdo 2¥ pelo seu valor, temos que

P, = (m, m1)...(m, my,) <1 N 2”“'"{”; **** THe 1> '
p1p2---pr — 1 2 1
Note que
1 < 1 B 1
prope—1 " (pr—1)(p2 —1).(pe — 1) 2mFFemymg..my,”
Entao

P, <

T omt TRy L my,

min{ry,....,r}k _
(m,mq)...(m, my) 1+2 1 .
2k —1
Observe que

2min{7'1,...,7'}k -1 2min{7'1,...,7'}k

1 <
+ 2k — 1

Qmin{rl,...,r}k 1
Pn < |: o147 :| |:2k—1:|

Agora, vamos dividir essa probabilidade nos casos possiveis, e mostraremos que em todos eles

2k—1 ’

assim, temos que

k

i=1

P, <1

Caso 2.1: Se k > 3.
Observe que nesse caso temos as seguintes desigualdades:

2min{r1,...,r}k

Qrit...+Tg (10)
pois min{ry,...,r}k <ry+ ... + 1.
1 1
ok—1 < 4 (11)
¢ k
(m,mi) (12)
1 T

De (10), (11) e (12) concluimos que

2min{r1,...,r}k 1
o< [P 3
2T1+...+’I‘k 2]671 ]

?

(m,m;)

i 1
L ST

m
1 7

Caso 2.2: Se k =2 e r| # rq, suponha que ry < rs.

Qmin{rl,rg,r}Q 1
p o [ )

K2
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2211 1 (m,my;)
o[ 2 e
1=1
Observe que
227"1 227‘1 271
Qri+r2 = Ar197T2 = 2?

X

N |

pois ry <71y er; €N,
Portanto

e~ =

2m 11 (m,m;)
i B <
P< 5] MU )

Analogo para rq > ra.

Caso 2.3: Se k=2,r1 =71y e (m,my) # my.
Entao

Observe que

pois (m, my) # my. Portanto

Caso 2.4: Se k=2, 711 =712, (m,m1) = my e (m, ma) # ma.
Entao
(m7mi) _ (m7m1) . (m7m2) _ 1 . (m7m2) <
m; B mi ma B my ma =

2

N =

i=1

pois (m, ms) # mo. Portanto

P<1- M I1 (m,mi)

s
i=1 v

| =

Caso 2.5: Se k=2, 11 =19, (m,m1) =myq e (m, mg) = mao.

Neste caso, temos que n = p1p2 € que p; — 1 e po — 1 dividem n — 1. Podemos assumir que
pr > po. Masn—1=pips —1 = (py — 1)pa +p2 — 1 e dai n — 1 deixa resto p, — 1 < p; — 1 quando
dividido por p; — 1.

Um absurdo e o resultado segue. c.q.d.
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UM EXEMPLO DE NOVAS PADRONAGENS DE TECIDOS A PARTIR DE
RELAGOES FUZZY E O USO DO MATLAB
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INTRODUGAO

O tecido, como uma tecnologia que possibilitou uma melhoria na qualidade de vida, é
um material presente na vida de todo ser humano, pois € utilizado desde os tempos mais
antigos como meio de cobrir o corpo e se proteger do frio. Os tecidos antigos eram
totalmente diferentes dos de hoje, que, sao feitos em maquinas, eram produzidos totalmente
a méao por meio da utilizacdo de técnicas rudimentares; e, com o avanc¢o tecnoldgico
presente nos dias atuais e a modernizagdo de tais técnicas, foram possiveis melhorar: a
qualidade dos tecidos produzidos, o conforto por eles produzidos, a resisténcia, a leveza,
entre outros.

Do ponto de vista matematico, Gerdes (2010, p. 15) explica que “em diversos
ambientes culturais, em todos os continentes, mulheres e homens tém sentido um imenso
prazer em decorar objetos, em criar formas e padrées. Um prazer artistico-matematico”.
Essas formas e padrdes normalmente podem ser verificados por meio da utilizagdo de
matrizes ciclicas (ou n&o) e apresentando diferentes possibilidades de uso. Nesse contexto,
a matematica fuzzy permite que o matemético olhe de maneira diferente para esses
arquétipos e formas. Além disso, a utilizacdo de softwares permite criar e recriar novas
padronagens e modelos.

Assim, esse trabalho tem o objetivo de analisar, utilizando o software MATLAB e os
pressupostos da matematica fuzzy, o resultado dos diferentes arranjos propostos por Barros

e Bassanezi (2006), a saber: tela, sarja e cetim (que serdo mais bem explicados na proxima
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sec¢do). Diante disso, o presente texto apresenta na proxima segdo um pouco da histéria dos
tecidos e da formacdo de seus principais padrbes; na sequéncia introduz a matematica
fuzzy apresentando alguns conceitos necessarios para o desenvolvimento deste trabalho;
em seguida mostra os scripts utilizados para a determinagédo das padronagens e; ao final,

discute os resultados em torno do tema.

UM Pouco SOBRE 0S TECIDOS

A histéria dos produtos téxteis mostra a evolugdo destes por meio do
desenvolvimento de novas técnicas e o uso de novos materiais. Como aponta Silva e
Menezes (2013, p. 1) “desde o surgimento dos primeiros tecidos com fibras naturais, como a
Ia, o linho, a seda e o algodao, passando pela insergcéo das fibras artificiais e sintéticas, até
os dias atuais com os chamados tecidos inteligentes”.

O tecido, dentro desse contexto, possui uma histéria muito antiga, uma vez que sua
produgcdo acompanha a histéria do homem desde os tempos mais remotos. Segundo
Oliveira (2011, p. 444) “os tecidos foram desenvolvidos por povos que viviam em climas
mais temperados, povos esses que inventaram o uso de fibras animais e vegetais para a
confecgdo de roupas e utensilios domésticos”. De acordo com o Dicionario etimoldgico?, a
palavra tecido vem “do latim textus, que significa ‘tecer’ ou ‘entrelacar fios’ [...]"” e acrescenta
que “[...] os primeiros tecidos foram criados a aproximadamente 5 mil anos a.C, a partir do
uso de algodao, linho e pele de animais”.

O primeiro tecido que se tem datado é o linho. Oliveira (2011, p. 444 apud Laver
2006) destaca que,

[...] as fibras de casca de arvores foram utilizadas para tecer pelos indios
americanos, mas ndo eram tdo boas quanto as outras fibras vegetais como
o linho, o cdnhamo e o algodado. Essas ultimas exigiam cultivo e foram
pouco usadas na época pastoril (OLIVEIRA, 2011, p. 444 apud LAVER,
2006).

Como exemplo do uso do linho, podemos citar a existéncia de mumias encontradas
por arquedlogos em que os tecidos de linho que as envolvem tém qualidade de tecelagem

tdo grande como os fabricados atualmente - com auxilio de maquinas.

> DICIONARIO ETIMOLOGICO. Disponivel em: <https://www.dicionarioetimologico.com.br>. Acesso

em: 06 abr. 2018.
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Um dos processos historicos mais importantes para o desenvolvimento de
tecnologias, a Revolugédo Industrial, comegou com a automatizagdo de maquinas de
tecelagem, tornando os tecidos importantissimos para essa revolugédo e fazendo deles os
objetos de producédo das primeiras fabricas; com toda essa importancia, os tipos de tecido e
técnicas de tecelagem multiplicaram-se. Com os varios tipos de tecidos desde entédo
fabricados, trés padronagens se destacam: a tela, a sarja e o cetim.

Segundo Barros e Bassanezi (2006, p. 69),

[...] os tecidos s&o formados por uma ordenacdo de dois sistemas de fios
que se cruzam perpendicularmente, chamados de urdume (fios que estdo
no sentido do comprimento do tecido) e trama (fios que estdo no sentido da
largura do tecido). As ligagbes entre eles sdo chamadas de padronagem.

A tela é a mais simples das armacgdes, pois sua base apresenta duas tramas e dois
fios. E a armacgédo mais produzida pelo mercado. Sua representacdo pode ser vista na Figura
1, onde os quadrados brancos indicam valor l6gico 1 (um) e os quadrados pretos indicam

valor loégico 0 (zero), na matriz de formacéo.

Figura 1 - Tipo Tela

w

Fonte: Dos autores

A principal caracteristica da sarja sdo as diagonais que podem ser observadas em
toda a largura do tecido. Nessa armacéo os fios tém que passar por cima de no minimo

duas tramas seguidas e por baixo da préxima trama. Na Figura 2, temos sua representacao.

Figura 2 - Tipo Sarja

Fonte: Dos autores
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O cetim é um tecido e foi assim denominado em homenagem a Zaitum, na China, de
onde se origina. Era a principio um tecido brilhante de seda em trama bem fechada. A
distribuicdo de seus pontos o torna leve e brilhante. E dado por um deslocamento constante
numa matriz quadrada previamente calculada, conforme pode ser vista na Figura 3, a

seqguir.

Figura 3 - Tipo Cetim

N

Fonte: Dos autores

Longe de ser um tratado sobre tecidos, o objetivo dessa secdo foi destacar a
importancia que tiveram na evolucdo da tecnologia. Vale salientar que muitos dos teares
contemporaneos utilizam a composigdo de padrées (como os ja apresentados) para formar
novos tecidos. Essa nova estruturacdo pode ser simplesmente um procedimento
matematico de soma entre as matrizes que caracterizam uma padronagem ou entdo podem
ser usadas composicdes tipicas da logica fuzzy, como por exemplo, o max e o min. Na

préxima se¢éo apresentamos os conceitos de matematica fuzzy.

RELAGOES Fuzzy

A matematica fuzzy busca moldar os raciocinios aproximados, ou seja, aqueles n&o
exatos, os imprecisos. Segundo Kosko (1993), em 1965, Lotfi Askar Zadeh, publicou o artigo
Fuzzy Sets no Journal Information and Control. Esse artigo foi o primeiro a desenvolver o
que na légica fuzzy atual chamamos de fung¢des de pertinéncia de conjuntos fuzzy.

Merli (2017, p. 6) aponta que “o ‘verdadeiro’ e o ‘falso’ sdo as situagdes limite, ou
seja, as situagbes precisas. Ndo é exatamente com isso que essa logica trabalha, e sim com
as situagdes intermediarias a essas, ao usar palavras como ‘muitos’, ‘poucos’, ‘a maioria’,

‘ocasionalmente’, entre outras”.
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Conjuntos fuzzy foram estabelecidos por Zadeh na década de 1960 “com a principal
intencdo de dar um tratamento matematico a certos termos linguisticos subjetivos, como
‘aproximadamente’, ‘em torno de’, dentre outros” (BARROS; BASSANEZI, 2006, p. 12).
Tendo isso esclarecido, podemos entender que um conjunto fuzzy é uma classe de objetos
que possuem grau de adesdo ou pertinéncia. Cada objeto deve possuir um grau de
pertinéncia diferente do outro, que varia entre zero (ndo pertencente) e um (pertence
totalmente).

A formalizagdo do conceito de conjunto fuzzy foi baseado na ideia de que todo
conjunto classico pode ser caracterizado por uma fun¢do, chamada fungéo caracteristica. As
definicdes a seguir, bem como sua notagcdo matematica sao retiradas de Barros e Bassanezi
(2006).

Definicao 1. Seja U um conjunto classico e A um subconjunto de U. A fungéo

caracteristica de A & dada por:

. _[lsex€A (1)
Xalz) = {Dsex g A

Desta forma, .X; € uma fungéo cujo dominio é U e a imagem esta contida no conjunto
{0,1}, com X, (x) = 1 indicando que o elemento x estd em A, enquanto que X;(x) = 0 indica
que x nao é elemento de A.

Merli e Alimeida (2012, p. 5) afirmam que,

[...] nos conjuntos crisp ou classicos, um elemento pode apenas pertencer
ou nao pertencer a um dado conjunto. Assim, dado um conjunto A e um
elemento x, dizemos que x € A ou que x g A. Por exemplo, o conjunto A
dos numeros pares. Sabemos que onimero2 e Aeque 3 g A.

Porém, ha casos em que para algum elemento esta pertinéncia ndo esta tdo bem
esclarecida. Nesses casos, a definicdo de conjuntos fuzzy é necessaria.
Definicao 2. Seja U um conjunto (classico); um subconjunto fuzzy F de U é
caracterizado por uma fungao
erU = [01], (2)

pré-fixada, chamada funcédo de pertinéncia do subconjunto fuzzy F. O indice F na
funcao de pertinéncia é usado em analogia a funcao caracteristica de subconjunto classico,

conforme Definicdo 1. O valor @z(x) € [0,1] indica o grau com que o elemento x de U esta

no conjunto fuzzy F; @g(x) = 0 e @z(x) = 1, indicam, respectivamente, a no pertinéncia e a
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pertinéncia completa de x ao conjunto fuzzy F. Um subconjunto fuzzy F é composto de
elementos x de um conjunto classico U, providos de um valor de pertinéncia a F, dado por
@r(x). Podemos dizer que um subconjunto fuzzy F de U é dado por um conjunto classico de
pares ordenados:

F ={(x,0r(x)),comx € U} (3)

Além dessa compreensdo basica de conjunto fuzzy, € necessario, para o
desenvolvimento do script, entender o que é uma Relacdo Fuzzy. De acordo com Barros e
Bassanezi (2006, p. 57-58) “a relacéo sera fuzzy quando optamos pela teoria dos conjuntos
fuzzy, e sera crisp quando usamos a teoria classica dos conjuntos para conceituar a relagao
em estudo”.

Definicao 3. Uma relacdo fuzzy R sobre um U, x U, x ..x U, é qualquer
subconjunto fuzzy de Uy x U, x ...x U,. Assim, uma relagcdo fuzzy R é definida por uma
funcdo de pertinéncia @gz: U5 x U; % ..x U, — [0,1]. Se o produto cartesiano for formado
por apenas dois conjuntos, U; x U,, entdo a relacdo é chamada de fuzzy binaria
sobre Uy = U,.

As formas mais comuns de se representar uma relagcdo fuzzy binaria em, por

exemplo, Xx¥, quando XeY sdo finitos, sdo a tabular e a matricial. Sejam
X ={x1,%2%3 e, Xpuh, ¥ = {31, V2, V3, .., V) € a relacdo fuzzy R sobre X x ¥, com funcédo de
pertinéncia dada por ¢z(x,y;) =7;, paral=i=ne 1=j =m, a representagdo matricial
de R pode ser dada por:

LEE R Tin]

R = (4)

Ymi 7 Tmn

Outro ponto importante de salientar é a definicdo de relagéo fuzzy binéria inversa.

Definicao 4. Seja R uma relacdo fuzzy binaria em X x Y. A relacdo fuzzy binaria
inversa, R™1, definida em ¥ x X, tem a fungéo de pertinéncia @g-::¥ x X — [0,1] dada por

g2y, x) = glx,y).
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E importante notar que a matriz de R~ coincide com a transposta de R.
Definicao 5. Considere R e S duas relagbdes fuzzy binarias em UxV e Vx W,
respectivamente. A composicéo R = 5 é uma relagao fuzzy binaria em U x W cuja funcdo de

pertinéncia € dada por:
Pros(x,2) = sup [min(ez(x ), ¢5(.2))] (5)
YEV
Merli (2017, p. 8) afirma que “esta composi¢do € denominada composicao max-min.

Quando os conjuntos U, V¥ ¢ W sao finitos, entdo a forma matricial da relacdo R = 5, dada pela

composigcdo max-min, € obtida como uma multiplicagdo de matrizes, substituindo-se o
produto pelo minimo e a soma pelo maximo”.

Nesta secdo, apresentamos apenas algumas definicdes de conceitos que
utilizaremos para discutir os scripts a seguir. Na sequéncia, apresentamos alguns scripts

feitos no MATLAB para determinar algumas padronagens.

UM SCRIPT EM MATEMATICA FUZZY PARA MOSTRAR DIFERENTES PADRONAGENS

O script apresentado a seguir permite que um usuario escolha entre seis op¢des de
visualizacdo de padronagem. As trés primeiras opgdes séo representacdes da matematica
classica, enquanto que as trés ultimas apresentam a representagédo da matematica fuzzy.
Como ja salientado, o script esta na linguagem do software MATLAB e pode ser visto no
Quadro 1.

Quadro 1 — Script do MATLAB

“disp ('escolha seu tipo de tecido’)
X = input('1) tarja 2) sarja 3)cetim 4)exemplo de arranjo tarja+sarja rotagao

5)exemplo de arranjo tarja+sarja translagéo 6)exemplo de arranjo tarja+sarja reflexao')

if x==1;
imshow ([1 0; 0 1])
elseif x==2;
imshow ([110;101;011])
elseif x==3;
imshow ([11011;11110;10111;11101;01111))
elseif x==4;

imshow ([100010;000101;,001010;010100;,101000;01000 1])
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elseif x==5;
disp ('dispde-se quatro padrées um ao lado do outro, fazendo movimentacéo de
translagao')
imshow (100010100010;000101000101;001010001010;01
0100010100;101000101000;010001010001;,100010100010;00
0101000101;001010001010;010100010100;101000101000;01
0001010001))
elseif x==6
disp ('dispde-se quatro padrbées um ao lado do outro, fazendo movimentacéo de
reflexao')
imshow ((100010010001;000101101000;001010010100;01
0100001010;,101000000101;010001100010;100010010001;00
0101101000;001010010100;010100001010;101000000101;01
0001100010Q))
elseif x ~= 1;2;3;4;5,6
disp (‘namero invalido’)

end”

Fonte: dos Autores

Nas primeiras linhas do cédigo selecionado é dado ao usuario do programa uma
escolha entre seis op¢des, na qual em cada uma delas trard como resultado uma
demonstracgdo visual de qual foi o padrdo escolhido. Na hora da formacdo das imagens, o
programa MATLAB faz uso de cada termo como um pixel da imagem, sendo assim, o
tamanho da imagem dependera exclusivamente do tamanho da matriz dada a ele para tal.

Como a imagem almejada é binaria, ou seja, apenas com duas cores, foi utilizado o
padrdo do programa, que é de 0 (zero) para a cor preta e de 1 (um) para a cor branca.

Se o resultado escolhido for a op¢do 1 (Tela) o usuério terd como resposta a Figura
4a, se for a opcao 2 (Sarja) ele tera a Figura 4b e, se for a opgéo 3 (Cetim) ele tera a Figura

4c, como na visualizagao.

Figura4 — Opgbes 1,2e 3
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Figura 4a Figura 4b Figura 4c
Fonte: Dos autores

As trés figuras anteriores apresentam a representacéo classica de padronagem na
tecelagem resultantes dos padrdes até entdo existentes. No entanto, a unido dessas
padronagens entre si geram outros arquétipos que podem ser constituidos por meio de

composigdes fuzzy. Por exemplo, podemos tomar a operagéo:

T®S =max{t,,s,}. (6)

/]

Essa operagéo ¢ definida como soma. Assim, adotando essa composicao fuzzy e, se
o usuario escolher a soma arranjada de Sarja e Cetim (opg¢éo 4), ele tera como resultado a
Figura 5a. No caso de realizar uma translacdo a partir dessa soma (op¢éo 5), o usuario tera
como solugdo a Figura 5b. Por fim, caso a escolha seja a opgao 6, que € uma soma do tipo
reflexao, ele obtera, a Figura 5c.

Figura 5 — Opgbes 4,5e 6

Figura 5a Figura 5b Figura 5¢
Fonte: Dos autores

Os resultados obtidos na Figura 5 representam a criagdo de novos arquetipicos a
partir das padronagens classicas: tela, sarja e cetim. Essas novas composi¢cdes foram
realizadas a partir de uma composicao fuzzy do tipo maximo. Vale apenas salientar que

outras composigdes fuzzy poderiam ser adotadas e outros padrdes de tecido apareceriam.
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CONSIDERAGOES (MAS NAO FINAIS)

No presente artigo apresentamos um pouco da histéria dos tecidos e dos tipos de
padronagem classicas presentes na literatura: tela, sarja e cetim. Na sequéncia fizemos um
breve resumo sobre alguns conceitos de matematica fuzzy, entre eles a ideia de
composigao fuzzy.

Em seguida apresentamos o script produzido em MATLAB que permite a um usuario
escolher dentre seis opg¢des/visualizagbes de padronagem classica e fuzzy. Vale destacar
que o software MATLAB é uma ferramenta que se mostrou muito util para a realizagdo do
presente artigo, uma vez que ele possibilitou a criagdo das imagens mostradas. Também é
possivel salientar que ele € altamente versatil, ja que existe nele uma praticidade na criacao
de matrizes. As trés primeiras opgdes (Figura 4) representam as trés padronagens classicas
e as trés ultimas (Figura 5) representam a padronagem por meio da composicao fuzzy soma
(equacéo 6), utilizando o método de maximo.

Assim, o objetivo principal do texto que era apresentar diferentes formas de produzir
novas padronagens a partir da matematica fuzzy foi realizada por meio da criagdo de um
script. Vale reforcar que o script apresentado n&do esgota todas as possibilidades de
representacdo de novos padrbes de tecido, mas apresenta apenas um exemplo de
aplicacao da matematica fuzzy, em especial, da composicao fuzzy.

Por fim, podemos dizer que novos trabalhos em mateméatica fuzzy utilizando o
software MATLAB serdo desenvolvidos a fim de produzir novos scripts, até mesmo mais

flexiveis quanto a escolha do usuario para produzir novas padronagens.
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INTRODUGAO

Enquanto aluno da educagido basica, um dos maiores pontos de dificuldade na
matematica no ensino fundamental foi o que se refere as fragdes. Hoje, como estudante do
curso de licenciatura em matematica, percebo que a dificuldade dos alunos em fragdes no
ensino fundamental, acaba resultando em os alunos nao relacionarem, por exemplo, que
valores como 0,5 também podem ser representados por %. E de extrema importancia que o
aluno consiga compreender os conceitos de equivaléncia para que possa entender
proporgdes. Porém, se o aprendizado é falho no primeiro conceito, o restante do contetido
passa a ser mais dificil para entendimento dos alunos.

Segundo os PCN (BRASIL, 1998) o conceito de equivaléncia é de suma importancia
no desenvolvimento de calculos. Segundo Van de Walle (2009) duas fracbes s&o ditas
equivalentes, se elas forem representagdes para uma mesma quantia/quantidade, ou ainda
se forem 0 mesmo numero. Na adi¢cdo e subtracdo envolvendo fragbes de denominadores
diferentes, pode-se transforma-las em fracées de mesmo denominador, utilizando o conceito
de fragbes equivalentes (BRASIL, 1998).

Neste trabalho, objetiva-se analisar a forma como o conteitdo de fragdes
equivalentes era apresentado em alguns livros didaticos das décadas de 1960 e 1970 da
antiga quarta série primaria e é um resultado parcial do projeto de iniciagdo cientifica

“fracdes a ensinar nos primeiros anos escolares: livros didaticos e provas (1960-1980) ”.
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SOBRE 0 PROJETO

O projeto de iniciagéo cientifica ja referenciado iniciou-se em outubro de 2017 e tem
previsao de término em setembro de 2018.

A investigacéo vincula-se ao projeto de pesquisa com uma proposta de investigacao
Tematica (Rede de Pesquisa) do Grupo de Pesquisa em Histéria da Educagdo Matematica
no Brasil (GHEMAT), coordenado pelo prof. Wagner Rodrigues Valente (UNIFESP). A
pesquisa distingue a matematica a ensinar e a matematica para ensinar como saberes de
natureza diferente, constituidos ao longo do tempo, e que merecem ser estudados e
problematizados por meio de uma investigagdo histérica (HOFSTETTER; SCHNEUWLY,
2017). Adota como referéncia estudos que colocam os saberes como foco da analise da
profissdo docente, bem como textos vindos da histéria cultural, que possibilitam analises em
termos de uma cultura escolar (JULIA, 2001). O projeto tem por objetivo analisar a
matematica a ensinar nos primeiros anos escolares na perspectiva dos processos de
internacionalizagao e circulagao no estado do Parana no periodo de 1960 a 1970 e almeja
contribuir com a rede de pesquisadores para a escrita da histéria da Educagdo Matematica
em nosso pais. O plano de trabalho se adequa ao projeto homologado por pretender
analisar sequéncias didaticas para o ensino das fragbes propostas em livros didaticos e
provas escolares (1960 — 1980). O estudo pretende localizar e inventariar provas escolares
e livros didaticos de matematica do ensino primario que circularam na regido oeste do
estado do Parana. Para a consecugdo do estudo foram disponibilizadas informagbes
basicas acerca do trabalho de levantamento das fontes histéricas requeridas no estudo,
assim como orientadas leituras acerca do referencial te6rico-metodologico para analise de

livros didaticos numa perspectiva histérica (CHOPPIN, 2004).

FRAGOES EQUIVALENTES NOS LIVROS DIDATICOS

As fragbes partem da ideia de parte-todo, e dentro desta ideia existem diversos
subconceitos interligados, os quais sdo quociente, razdo, parte-todo e operador. Segundo
Amrein (2017) a relacao parte-todo tem destaque em livros didaticos de quinto e sexto ano
em relacéo aos demais conceitos dentro do conteudo de fragbes. O conceito de parte-todo

vem da ideia de uma determinada parte equivalente de um todo. Quociente transmite a ideia

UTrrr

INERSIDADE TEGNOLOGIGA FEDERAL DO PARANA

77



VI Semana da Matematica da UTFPR - Toledo

VI' ﬂ/\ Ser professor que ensina matematica em uma
8 0( [ era tecnolégica
“UTrer

ISSN 2358-4947 Toledo. 07 a 11 de maio de 2018

do numero de grupos do qual o inteiro sera dividido. Por sua vez, a raz&o & a comparagao
entre duas ou mais unidades. As fracdes equivalentes sdo aquelas que representam a
mesma parte do todo. As fragBes equivalentes sdo encontradas a partir da divisdo ou
multiplicacdo do numerador e do denominador por um mesmo numero natural.

Para este estudo inicial selecionamos 4 livros didaticos (tabela 1), cujos critérios para

a escolha foram a representacgéo grafica, o periodo de publicagdo e a série trabalhada.

Tabela 1 — Livros didaticos selecionados

DIB, Claudio Z; NETTO, S. Pfromm; ROSAMILHA,
1975 Nelson. Atividades em Matematica. Primor-MEC-
1975.
1966 MUNIZ, Amaury P. Iniciacdo a Matematica.
Fundagéo Getulio Vargas. 1966.
NEME, Adla. A Caminho da Matematica. Editora
Abril/l MEC — 4 ed., 1973.
OLIVEIRA, Maria Tereza Miranda de. O
Sabidinho. Editora Elyas S. A. —4 ed., 1969.

1973

1969

Fonte: Autores

Pelas capas dos livros didaticos (na figura 1) é notavel sua adequacéo a faixa etaria
dos estudantes que utilizaram os livros. O apelo visual é bastante presente e as teméticas

envolvem o universo infantil e buscam despertar o interesse do aluno pela Matematica.

Figura 1 — Capa dos livros didaticos selecionados

Fonte: acervo do GHEMATPR

UNIVERSIDADE TEGNOLOGH

(GA FEDERAL DO PARANA

78



VI Semana da Matematica da UTFPR - Toledo

VI M Ser professor que ensina matematica em uma
((3 Oé C era tecnolégica
“UTrer

ISSN 2358-4947 Toledo. 07 a 11 de maio de 2018

Apesar de terem sido selecionados 4 livros, para este trabalho apenas um deles
foi explorado.

Um exemplo que como era abordado o ensino de fragbes equivalentes nos livros
didaticos na antiga quarta série sdo as figuras subdivididas de maneira diferente, porém
com partes iguais preenchidas, como na figura 2.

Figura 2 — Ensino de fragtes equivalentes

sy

Fonte: MUNIZ (1966)

No livro “Iniciacdo a matematica” de Amaury Muniz (1966), o autor inicia o
conteudo de fragdes com a nocgdo de unidade. O primeiro exemplo a ser usado é a
divisdo de um segmento em partes iguais. Com o conceito de segmentos, os alunos
conseguem relacionar a distancia e assim, com a aplicagao cotidiana de distancia é de
maior facilidade compreender a ideia de equivaléncia, quando, por exemplo, o aluno
entende que ja percorreu metade do caminho até a escola por conta de determinado
ponto de referéncia, e assim consegue relacionar que se sair uma quadra antes de sua
casa, e for até uma quadra depois da escola, o mesmo ponto de referéncia ainda sera

metade do caminho.

CONSIDERAGOES FINAIS

O estudo bastante inicial (primeiro trabalho de um dos autores) foi uma primeira
tentativa de sistematizagdo do estudo sobre que presente analisar sequéncias didaticas
para o ensino equivalente propostas em livros didaticos das décadas de 1960 e 1970.

Podemos observar inicialmente uma grande variacdo de abordagens, formas de ensinar os

UTrrr

INERSIDADE TEGNOLOGIGA FEDERAL DO PARANA

79



VI Semana da Matematica da UTFPR - Toledo

/\ Ser professor que ensina matematica em uma
VI E Y\ am_T era tecnoldgica

ISSN 2358-4947 Toledo. 07 a 11 de maio de 2018

conteldos, problemas abordados e contextos de estudo. Percebemos que existia uma
grande importancia dada a questdo teérica seguida de exercicios de aplicagdo. Nos
proximos seis meses pretendemos aprofundar nosso quadro teérico sobre as fracdes
equivalentes para poder analisar com maior propriedade os livros didaticos selecionados.
Ressaltamos que a nocgdo de equivaléncia € base para o desenvolvimento do raciocinio

proporcional, base para o entendimento de conteudo futuros.
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HABITO DE LEITURA NO CURSO TECNOLOGIA EM PROCESSOS QUIMICOS
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Resumo: O objetivo deste estudo foi avaliar o habito de leitura dos alunos do curso superior
de Tecnologia em Processos Quimicos da Universidade Tecnologica Federal do Parana —
UTFPR — campus Toledo, no ano de 2017. Trata-se de um estudo descritivo, exploratério,
com abordagem quantitativa e qualitativa. A coleta de dados foi realizada em novembro de
2017, através de um questionario semiestruturado. Dentre os entrevistados 54,5%
pertenciam ao primeiro e segundo periodos, 70,4% afirmaram ter habitos de leitura no
ensino médio, porém tais habitos foram afetados pela faculdade. Os dados apontaram
também que ha um grande foco na leitura de conteudo académico. Pode-se concluir que a
faculdade pode gerar um obstaculo para o desenvolvimento de habitos de leitura e a

literatura ndo académica (por deleite).

Introdugao

A atividade de leitura é considerada um habito quando é repetidamente executada.
Em termos mensuraveis, os habitos de leitura sdo frequentemente considerados, em termos
da quantidade de materiais a serem lidos, da frequéncia de leitura e bem como o tempo
médio de leitura, sendo que este pode ser cultivado (SILVA, 2004).

O privilégio de ler surgiu do interesse da tecnologia e economia em reunir

colaboragdes intelectuais da populagédo, e, assim, o "direito de ler" também passou a
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significar o direito de desenvolver capacidades intelectuais e espirituais, o direito de
aprender e fazer progressos (BARROS, 2002).

A leitura ja foi avaliada apenas como um meio de receber mensagens importantes,
mas hoje se define o ato de ler como um processo mental de varios niveis que contribui para
o0 desenvolvimento do intelecto. As demandas s&o feitas no cérebro pelo processo de
transformagdo de simbolos graficos em conceitos. Um numero incalculavel de células
cerebrais sdo ativadas durante o processo de armazenamento de leitura; dessa forma, o
repetir dessa pratica resulta no treinamento cognitivo (DELIBERATO, 2005).

Estudos mostraram que a melhoria na capacidade de ler também leva a melhoria
na capacidade de aprendizagem como um todo, muito além da mera recepc¢éo. A boa leitura
é feita pelo confrontamento e a critica das ideias de um autor. Essa passagem de
passividade para atividade no habito de leitura desencadeia, segundo Sampaio e Santos
(2002), a maior compreensdo de relacionamentos, de construgdo ou estrutura e
interpretagéo de um contexto.

No contexto académico, a leitura da literatura técnico cientifica constitui o pilar da
formagéo profissional, pois subsidia o desenvolvimento de competéncias e habilidades
necessarias ao exercicio da profissdo, tornando os profissionais mais capacitados e
competentes (KRIEGL, 2002).

O curso superior de Tecnologia em Processos Quimicos, foco deste trabalho,
objetiva formar profissionais para atuar no controle de qualidade do processo e dos produtos
quimicos, além da pesquisa e desenvolvimento de novas tecnologias. Para tanto, é
essencial registrar e interpretar resultados, adotando praticas adequadas para a busca de
qualidade, viabilidade e sustentabilidade. Assim, a leitura diaria de trabalhos técnico-
cientificos, incluindo livros e artigos cientificos no contexto do cuidado com a qualidade, é
essencial para a formagédo académica e para a manutencao da qualificagao profissional na
area de Processos Quimicos. Por se tratar de uma profissdo que estad fundamentada na
evidéncia cientifica, a regulamentacéo dos habitos de leitura devera desencadear uma visdo
diferenciada do desempenho académico (ARRUDA et al., 2012).

Portanto, o objetivo deste estudo foi avaliar o habito de leitura dos alunos do curso
superior de Tecnologia em Processos Quimicos da Universidade Tecnologica Federal do

Parana — UTFPR — Campus Toledo, no ano de 2017. Esse trabalho fez parte da avaliagcédo
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da disciplina de Probabilidade e estatistica como Atividade Pratica Supervisionada do curso

de Engenharia Eletronica.

Métodos

Trata-se de um estudo descritivo, exploratério, com abordagem quantitativa e
qualitativa, realizado na Universidade Tecnologica Federal do Parana no campus de Toledo-
PR, Brasil, onde sdo ofertados varios cursos na area de ciéncias exatas incluindo, o curso
de Tecnologia em Processos Quimico, que foi alvo da pesquisa. O curso é oferecido
semestralmente no periodo noturno, possuindo turmas do primeiro ao sexto periodo, com
alunos provenientes de todo o Brasil.

A populagdo considerada neste estudo € composta de alunos do primeiro ao sexto
periodo do curso de Processos Quimicos. A amostra foi definida por conveniéncia, de
acordo com a disponibilidade dos alunos em participar da pesquisa, obedecendo aos
seguintes critérios de inclusdo: idade superior a 18 anos e estar devidamente matriculado na
instituicdo de ensino superior.

A coleta de dados foi realizada no dia 9 de novembro de 2017 apés ser procurado o
comité de ética da instituicdo, o qual autorizou o trabalho. Os pesquisadores aplicaram um
questionario em sala de aula sendo que os discentes foram informados sobre os objetivos
do estudo e convidados a participarem voluntariamente da pesquisa.

Para a coleta de dados os pesquisadores com o auxilio do orientador (professor da
disciplina de estatistica) elaboraram um questionario semiestruturado, contendo questdes
semiabertas e fechadas. As variaveis pesquisadas descrevem o habito de leitura referente a
periodos anterior e posterior ao ingresso no curso e frequéncia com que leem.

As informacdes obtidas foram inseridas em um software de planilhas digitais para
organizagdo dos dados e sumarizados através da estatistica descritiva. Calcularam-se a
frequéncia absoluta (fi), que é obtida contando-se a frequéncia observada em cada intervalo
de classe, e frequéncia relativa (i), que é a razdo entre a frequéncia absoluta e o numero
total de observagées — fi/n. Também foram utilizados graficos de colunas e de setores para
ilustrar as frequéncias relativas de algumas variaveis qualitativas. Mais detalhes podem ser

encontrados em Montgomery e Runger (2012).
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Resultados e Discussoes

Nesta pesquisa houve a participagdo de 44 alunos que estavam presentes na
universidade durante a época da coleta de dados. A Tabela 1 indica a distribuicdo de
discentes levando em conta o género, sendo a maioria do sexo feminino (65,9%), e o
periodo, com predominancia dos alunos no primeiro e segundo periodo (54,5%). Verifica-se
diminuicdo do numero de alunos que participaram da pesquisa no decorrer dos periodos.
Este fato pode estar relacionado a evasdo do ensino superior. Segundo dados divulgados
pelo Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira (INEP), somando o
total de matriculas trancadas e alunos que abandonaram um curso superior temos
aproximadamente 27% das vagas inativas. Ao confrontar o nimero de matriculados com o
numero de alunos que abandonaram um curso superior, a porcentagem sobe para 21,6% e o
numero de trancamentos sobe para 16,1% (BRASIL, 2018). Este acontecimento pode estar
relacionado com a dificuldade do curso, interesses por outras areas, defasagem de

conhecimento e dificuldade de definir praticas de estudos, que engloba o habito de leitura.

Tabela 1 — Distribuicdo dos discentes em Tecnologia em Processos Quimicos em relagéo ao
género e periodo da UTFPR — Campus Toledo, 2017

Variavel fi hi (%)
Género
Feminino 29 65,9
Masculino 15 341
Periodo
1°e2° 24 54,5
3°edq° 12 27,2
5°e6° 8 18,3
Total 44 100

Frequéncia: fi =absoluta; 4i =relativa.

A Figura 1 indica que 70,4% dos académicos mantinham o habito de ler no ensino
médio, e que para estes, a faculdade dificultou a manutencdo do héabito de leitura,

diminuindo assim a quantidade de livros lidos com relagédo a quantidade lida anteriormente.
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Figura 1 — Habito de leitura antes e apds o ingresso na UTFPR — Campus Toledo, 2017.

Os discentes foram questionados sobre o tipo de material de leitura que preferem
entre noticias, revistas, leitura académica e leitura ndo académica. Houve uma preferéncia
por leitura ndo académica em todos os periodos, somando-se vinte e uma pessoas que
escolheram esse topico. Enquanto a académica possui o menor indice de preferéncia,
indicando que esta é realizada, em sua maioria, por obrigacgéo.

Relacionando os periodos, observa-se que ha maior homogeneidade nas escolhas
em relacdo as leituras no terceiro e quarto periodo, diferente dos concluintes do curso, que
responderam n&o realizar leitura académica (Tabela 2). Este dado é um tanto contraditério,
dado que nos ultimos periodos os alunos desenvolvem o Trabalho de Conclus&o de Curso a

leitura académica se torna ferramenta indispensavel para elaboragcdo de um bom trabalho.

Tabela 2 — Distribuicdo da preferéncia do tipo de leitura e periodo do curso dos
discentes em Tecnologia em Processos Quimicos — UTFPR-Campus Toledo, 2017

Noticias Revistas Leitura académica Leitura ndo académica
1°e2° 12 4 4 12
3°ed’ 3 2 2 6
5°e6° 5 3 0 3
Total 20 9 6 21

A Figura 2 indica que o grupo social (pais, amigos, colegas de trabalho) ndo contribui

para desenvolver o habito de leitura, sendo que apenas 15,90% dos entrevistados afirmaram
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receber algum tipo de incentivo. Em contrapartida, percebe-se que 81,81% dos académicos
afirmam receber incentivo por parte dos professores para a leitura. No entanto os alunos
relatam que, majoritariamente, o incentivo esta relacionado a conteudos académicos. Assim, os
alunos s&o direcionados a darem prioridade aos assuntos do curso, resultando em menos

tempo para uma leitura de lazer, corroborando com os resultados apresentados na Figura 1.

90 7 81,81 84,1

80 -

70
= 60
E 50 - H Recebeu incentivo por
§ professores?
<
o 40 - . "
o B Recebeu incentivo por
“ 30 | grupos sociais?

20 - 15,9 18,19

10 -

0 —_

Sim N3o

Figura 2 - Incentivo a leitura: por grupo social (pais, amigos, colegas de trabalho) e por
professores.

Solicitou-se que os participantes informassem a frequéncia em que realizavam leitura
de noticias, revistas, conteudo académico e livros literarios. Analisando a Tabela 3, nota-se
maior frequéncia em relagédo a noticias e conteudo académico, sendo que a leitura diaria
representou 52,27% e conteudo académico 43,18%. Em relacdo as variaveis revistas e
livros literarios apresentaram maior frequéncia relacionada a leitura anual, ou afirma que
nunca leem com um indice de 34,09%. E possivel notar pela Tabela 3 que ocorre maior
interesse em assuntos relacionados a faculdade, ao mesmo tempo em que leituras
direcionadas ao lazer diminuem.

Porém, vale refletir que a leitura literaria € indispensavel para qualquer pessoa, visto
que a leitura para deleite préprio nos faz sentir um misto de sentimentos bons, aliviando o
estresse diario ao qual somos acometidos na maioria dos dias, nos auxilia na ampliacéo de

vocabularios e nos torna seres criticos.
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Tabela 3 — Frequéncia relativa, em porcentagem (%), de diversas fontes de leitura
realizada pelos discentes da UTFPR-Campus Toledo, 2017

Conteudo
Noticias académico Revistas Livros literarios
Diariamente 52,27 43,18 2,27 2,27
Semanalmente 31,82 47,73 18,18 11,37
Mensamente 4,50 9,11 29,55 27,27
Anualmente 2,27 0,00 15,91 25,00
Nunca 9,14 0,00 34,09 34,09

Noticias: on-line, jornais impressos; Académico: livros, artigos, resenhas.

Analisando a Figura 3 (b), € possivel perceber que 92% dos entrevistados utilizam o
acervo académico no minimo uma vez por més o que comparado com o acervo literario,
Figura 3 (c), esta soma resulta em apenas 28% dos discentes. Estes resultados corrobaram
com o apresentado na Tabela 3, onde se encontra que 34,09% de alunos nunca leem livros

literarios ou revistas e anualmente os valores foram 25,00% e 15,91%, respectivamente.

a) Para Estudos b) Acervo Académico c) Acervo Literario

m Diariamente = Semanalmente = Mensalmente = Anualmente = Nunca

Figura 3 - Frequéncia relativa de utilizacdo da biblioteca: (a) para estudo, (b) consulta do

acervo académico, (c) consulta do acervo literario.

Conclusao
Conclui-se que, ainda que haja a imprescindibilidade da leitura relacionada aos assuntos do
contexto estudantil, a preferéncia pela leitura ndo académica predomina, independente de

ser a mais frequente. Assim, a busca por um equilibrio entre a leitura académica e “por
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deleite” pode ser uma maneira de desenvolver o habito de leitura. A universidade pode
buscar meios para difundir a leitura nos diferentes cursos e niveis de graduagéo, buscando
ele entre a teoria e a pratica, entre o professor e aluno, entre realidade académica e meio

social.
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1 Introducao

A demanda mundial por pescado vem sofrendo significativo avango nas tultimas décadas, o
que se deve principalmente ao crescimento populacional e & procura por alimentos mais saudaveis.
Dessa forma, a criacao de peixes em grande escala em ambientes controlados (piscicultura) se
destaca como uma alternativa vidvel para aumentar a oferta de pescados nos préoximos anos
(FAO, 2014).

Porém, um dos grandes problemas enfrentados pelas industrias de filetagem de peixe é a
padronizagdo do filé. O tamanho do peixe, o método de filetagem, a destreza do filetador e a
forma de corte dos musculos influenciam no rendimento e uniformidade do filé¢, podendo gerar
descarte durante o processo de até 65 % da matéria-prima (VIDOTTI et al., 2003).

Uma das formas de auxiliar na correcao deste problema é a implementacao do Controle
Estatistico de Processo (CEP) na industrializacao. O CEP consiste de um conjunto de técnicas
estatisticas que permitem diagnosticar a variabilidade no processo industrial, contribuindo para a
melhoria da qualidade intrinseca, da produtividade, da confiabilidade e do custo do que esta sendo
produzido (MONTGOMERY, 2013). A aplica¢ao dessa ferramenta pode evidenciar quais causas
especiais estdo provocando variabilidade no processo de industrializacdo do peixe e fornecer
informacgoes para que sejam tomadas acgOes gerenciais de melhoria do fluxo de producao em
frigorificos de peixes.

Assim, o presente trabalho tem por objetivo aplicar as ferramentas do Controle Estatistico
de Processo (CEP) para avaliar o sistema de filetagem de tilapias.

2 Metodologia

Os dados analisados neste estudo foram obtidos junto a uma pequena agroindistria de
filetagem na regidao Oeste do Parand, que abate 5 toneladas de peixes diariamente. Foram cole-
tados dados de abate durante os meses de marco a dezembro de 2016. As varidveis monitoradas
foram peso bruto total de peixes abatidos (kg) e rendimento total de filés didrio, peso amostral
bruto diario (g) de 30 tilapias e rendimento de filé amostral, com 3 repeti¢oes. Essa amostra foi
definida seguindo o teorema central do limite, garantindo assim uma amostra representativa da
populagao (MONTGOMERY, 2013).

As ferramentas do CEP mais conhecidas sdo as cartas de controle de Schwartz. Estas sao
divididas entre graficos de controle para varidveis e para atributos. Ha ainda outras técnicas de
monitoramento como soma cumulativa, média mével exponencialmente ponderada e anélise de
capacidade de um processo. Neste trabalho estudou-se especificamente as medidas para média
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e amplitude (X e R) e as medidas individuais e amplitude méveis (X individual e AM). Estes
graficos consistem em determinar estatisticamente uma faixa denominada limites de controle que
é limitada pela linha superior de controle (UCL) e uma linha inferior de controle (LCL), além
de uma linha central (CL).

Para construgao dos limites do gréafico de controle R calcula-se:
UCL = D4R, LC =R, LCL = DsR;
e para construgao dos limites do gréafico de controle X calcula-se:
UCL = X + A3R, CL=X, LCL =X — AR,
em que X éa média geral do processo, R é a amplitude média e Ay, D3 e Dy sdo valores tabulados
(MONTGOMERY, 2013).

Ja para o calculo das medidas individuais utiliza-se as seguintes equagoes:
Grafico X: UCL =X + (3*dAM>; CL=X, LCL=X- (3*dAM)

2 2

Gréafico AM: UCL = Dy x AM; CL = AM; LCL = D3 x AM
em que X ¢ a média das medidas individuais, AM é a média da amplitude movel e do, D3 e Dy
sao valores tabulados. Para mais detalhes sobre estas e outras cartas, ver Montgomery (2013).

As avaliacoes estatisticas de cédlculo de rendimento, bem como os graficos de controle estatis-

tico do processo realizaram-se com o auxilio do software R Core Team e o pacote qcc (SCRUCCA,
2004).

3 Resultados e discussao

A seguir apresentam-se alguns dos resultados obtidos, destacando-se os gréaficos de medidas
individuais e o diagrama de Causa e Efeito, onde se relata algumas possiveis fontes de variabili-
dade do processo . As estatisticas descritivas apresentadas na Tabela 1 referem-se ao peso bruto
(matéria prima de entrada). Os resultados indicaram que o més de novembro apresentou um
LCL de 842,199 kg e UCL de 6542,554kg, com uma média de peixe bruto abatido de 3692,376
kg. Neste més o coeficiente de variagao foi de 22,21% apresentando uma grande variabilidade.

Outro més que apresentou grande variabilidade foi o més de junho. Neste més obteve-se a
menor média de peixe bruto abatido com 2620,234 kg, sendo coeficiente de variacao em torno da
média igual a 22,59%, sendo o maior coeficiente quando comparado com os outros meses avaliados
(veja Tabela 1). Uma das causas de menor quantidade em kg de matéria prima abatida no més
de junho, pode estar associada & queda da temperatura das aguas, pois uma temperatura de
conforto dos peixes vai de 27° a 32°C, reduzindo dessa forma o crescimento e desenvolvimento

(KUBITZA, 2011).
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Tabela 1: Estatistica descritiva do peso bruto de peixe, em kg, abatido diariamente no periodo

de marco a dezembro, 2016.

X Desvio Padrao (s) CV % LCL UCL
marco 4209,696 500,626 11,89  2563,616 5855,776
abril 4065,340 507,795 12,49  2388,677 5742,002
maio 3396,924 566,613 16,68 1851,950 4941,897
junho 2620,234 592,053 22,59 848,068 4392,400
julho  3152,414 562,649 17,84 1889,542 4415287
agosto 3286527 486,401 14,79 2427,332  4145,722
setembro 2966 833 417,300 14,06 1821,674 4111,993
outubro  3184,004 448 443 14,08 1838441 4529.567
novembro  3692,376 820,159 92,21 842,199  6542,554
dezembro 4285,327 561,067 13,09 2241,622 6329,033

Fonte: Os autores (2018).

Ja a estatistica descritiva referente ao peso de filé, Tabela 2, indicou que o més de novembro
um dos meses mais quentes do ano, a quantidade do peso bruto dos peixes abatidos foram
maiores do que os outros meses. Isso fica evidente no més de junho onde a média do peso bruto
de peixes abatidos foi a menor. Esse decrescimento na média pode estar relacionada as condi¢oes
ambientais, épocas do ano que fazem frio e calor que acabam influenciando no crescimento da
matéria -prima, ou seja peso e tamanho do peixe.

Tabela 2: Estatistica descritiva do peso em filé de peixe, em kg, abatido diariamente no periodo
de marco a dezembro, 2016.

X Desvio Padrao (s)

CV% LCL UCL

marco  1433,251 217,205 15,15 731,743 2134,758
abril  1391,840 208,471 14,97 722,181 2061,499
maio  1189,804 281,267 23,63 356,112 2023,495
junho 942,082 924,144 23,79 303,916 1580,246
julho  1101,472 211,103 19,16 646,737 1556,210 s
agosto  1141,844 185,966 16,28 709,924 1573,763
setembro  1021,082 163,451 16,00 609,563 1432,601
outubro  1040,075 139,857 13,44 593,497 1486,653
novembro  1259,296 293,372 23,20 137,304 2381,288
dezembro  1398,998 188,259 13,45 716,187 2081,809

Fonte: Os autores (2018).

Outro comparativo que podemos ver entre o meses de junho e novembro, é que ocorreu
uma queda no coeficiente de variacao ocasionando maior desperdicio no processo de filetagem, e
também é possivel que a falta de treinamento na mao de obra pode ter influenciado tal perca.

A Figura 1 apresenta os graficos de controle de medidas individuais, amplitude mo6vel dos
meses de junho e novembro para o peso do filé. Nota-se que ha pontos fora dos limites de controle
e, também encontram-se arranjos tipicos como tendéncia que ¢ a continua movimentagao para
cima ou para baixo, por pontos consecutivos ou nao, que indicam a falta de controle estatistico.
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Tais causas podem estar relacionadas com o peso, tamanho do peixe, com a temperatura entre

outros.
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Figura 1: Gréafico de controle de medidas individuais (a-c) e amplitude movel (b-d) dos meses de
junho e novembro - Peso Filé (kg).
Fonte: Os autores (2018).

A Figura 2(a) apresenta o grafico da média mensal do peso filé e a Figura 2(b) o grafico da
média mensal do percentual de conversao de marco & dezembro de 2016.

Na Figura 2(a), encontra-se arranjos tipicos, na faixa de 2 a 7, do tipo desvio com tendéncia
(6 pontos consecutivos continuo decrescente na regiao de 1-sigma), que também indicam a falta
de controle estatistico. Na Figura 2(b), média mensal do percentual de conversdo, observa-se
que hé seis pontos fora dos limites superior e inferior de controle, que indicam a falta de controle
estatistico.
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Média mensal peso filé(kg)- Margo a Dezembro/2016
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Amostras
Number of groups = 10
Center = 1392 997 LCL = 1356.402 Number beyond limits = 0
StdDev = 12.19848 UCL = 1429.593 Number viclating runs =0

(a) Média mensal do peso do filé

Amostras
Number of groups = 10
Center = 28.1265 LCL = 2442142 Number beyond limits = 6
StdDev = 1.235028 UCL =31.83158 Number viclating runs = 0

(b) Média mensal do percentual de conversao

Figura 2: Grafico de controle de medidas individuais e amplitude mével para a média mensal
para as variaveis peso filé (a) e percentual de conversao (b) de margo & dezembro, 2016 (kg).
Fonte: Os autores (2018).

A Figura 3 apresenta o Diagrama de Causa e Efeito. Nota-se que todas as causas atribuiveis
que levaram a falta de controle estatistico no processo de filetagem de tildpias desde a matéria-
prima, mao de obra, a falta de tecnologias, a falta de um sistema ndo automatizado, as condi¢oes
ambientais e até mesmo o controle interno.

De um modo mais especifico, com relagao a causa associada & matéria-prima, verifica-se uma
desuniformidade no que diz respeito ao peso e ao tamanho da espécie. Quanto & causa acerca
da mao de obra, percebe-se que esté relacionada aos fatores de producao, destreza do filetador e
experiéncia (BECKER, 2014).

Outra questdo que influencia na desuniformidade do peixe refere-se & tecnologia e ao sis-
tema nao automatizado, pois a falta de ferramentas, orcamento reduzido, seguranca, qualidade,
reducao de custos e a otimizacao do tempo dificultam para que ocorra uma producao com efe-
tivo controle. Por fim, outro fator que pode ser a causa de uma producao desuniforme e, por
conseguinte, com controle de qualidade reduzido refere-se & gestao do frigorifico de peixe.

Diagrama de Causa e Efeito

Matéria.Prima Méo.de.Obra Tecnologia
spécie rodugéo \ialta de Ferramentas
Tamanho estreza do filetado
eS0 Xperiéncia Orgamento reduzido
Desuniformidad
seguranga
qualidade
reduzir custos Calor
otimizar tempo Frio Gestéo
Sistema.néo. Condi¢d Controle.Interno

Figura 3: Diagrama de Causa e Efeito.
Fonte: Os autores (2018).
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Conclusao

Verifica-se que o uso do CEP auxiliou na percepcao de que o processo de filetagem de tilapias
necessita de um controle mais rigoroso, uma vez que as andlises revelaram a nao padronizacao do
filé, ocasionando desperdicio do alimento e, por conseguinte, prejuizos para o frigorifico de peixe.
Neste sentido, acredita-se que o uso regular da ferramenta pode contribuir para a realizacao de
um controle mais efetivo do processo de industrializagao de filé.
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1 INTRODUCAO

Ter uma norma em um espago vetorial é estabelecer uma funcao que associe a cada vetor deste
espago um ndmero real poitivo, que serd chamado de norma (ou comprimento) do vetor, e que cumpre
certas propriedades. Nota-se, portanto, que a existéncia dessas condigoes, traz a possibilidade de estabe-
lecer uma, duas ou mais normas diferentes num mesmo espago vetorial. Neste trabalho, por exemplo, serd
considerado o espaco euclidiano R™ como sendo o espaco vetorial do qual serd apresentado trés normas
diferentes, que sao consideradas normas usuais neste espaco, a saber: a norma euclidiana, a norma da
soma e a norma do méximo.

Nesse sentido, este trabalho apresenta as trés normas usuais de R™, mesmo que de forma breve, com
a finalidade de mostrar que elas sao equivalentes nesse espaco. Para fazer isso, o trabalho contém ainda
mais trés se¢oes. Na secdo seguinte, O Espago Euclidiano n-dimensional, tem-se consideragoes sobre o
espaco R™, que possibilitarao compreender as caracteristicas dos seus elementos e as operagoes definidas
entre eles, necessirias para que na terceira secdo, Normas Usuais no Espaco R", seja apresentada tais
normas € como as mesmas levam um vetor em um numero real e, como se garante a equivaléncia entre
elas. Ao final, é tecido algumas consideragoes sobre a importancia dessa equivaléncia, isto é, na se¢ao
Conclusao. Além disso, salienta-se que o referencial teérico adotado para subsidiar o trabalho nas se¢oes
que seguem, se encontra em [1].

2 O ESPACO EUCLIDIANO n-DIMENSIONAL

O espaco euclidiano n-dimensional, o R™, é obtido ao realizar o produto cartesiano de n fatores
iguais a R, para n € N. Deste modo, um elemento = de R™ que serd chamado de ponto ou vetor, é
identificado como uma sequéncia de n termos reais: © = (x1,x2,...,Z,), sendo que cada termo real do
vetor x € R, isto é, cada z; (i =1,...,n) é uma coordenada do vetor x.

Sejam x, y vetores de R"™, dizer que tais vetores sao iguais, é garantir que as respectivas coordenadas
de cada um sejam iguais, de outro modo para z,y € R" tem-se = = y se, e somente se, £1 = y1, T2 = Yo,

-y Tn = Yn-
A operagao de adigdo entre vetores de R™ é realizada coordenada a coordenada, ou seja, se x =
(1,...,xn) ey = (Y1,-.-,Yn), entdo z+y = (x1+9y1,...,Tn +yn). A multiplicagdo por escalar também
segue o padrio realizado para R?, ou seja, se ¥ € R" e « ¢ um escalar (« € R) entdo a.x = (ax1, ..., ar,).

A partir dessas operagoes, pode-se mostrar (e, portanto estabelecer) algumas propriedades entre
elementos do espago R™, as quais sao justamente aquelas que garantem que um dado conjunto seja de

fato um espagco vetorial. Antes de apresenté-las é conveniente exprimir que os vetores e; = (1,0,...,0),
es = (0,1,0,...,0), ..., e, = (0,...,1) formam a base canodnica de R"™, bem como que o vetor 0 =
(0,0,...,0) chama-se origem de R™ e que o vetor —x = (—x1,...,—x,) é o simétrico de qualquer vetor

x € R”. Feito estas consideragoes, tem-se que as propriedades mencionadas anteriormente sao validas
para quaisquer x,¥y,z € R" e «, 8 € R, tais propriedades sao:

l.z+y=y+uz;
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2. 2+0=ux;

3. —x+x=0;

dr+(y+z)=(r+y) +2

a(fz) = (af)x;
(a+B)z = az + fz;

alz +y) = ar + ay;

® N o o

l-x=ux.

Pode-se ainda definir entre dois elementos de R™ a funcao produto interno, que associa cada par
de vetores = (z1,22,...,2n), ¥ = (Y1, Y2, - .., Yn) um namero real (o produto interno de x por y). Essa
operagdo é escrita e realizada do seguinte modo: (x,y) = x1y1 +Z2y2+. .. +x,Yy,. Dessa operagdo, segue-
se ainda que para qualquer z,y,z € R"” e a € R tem-se que: (z,y) = (y,x), {(x,y + 2) = (x,y) + (z, 2),
(az,y) = a- (x,y), (x,z) > 0 quando x # 0.

Esta funcao permite identificar quando dois vetores x,y € R™ sao ortogonais, pois se o resultado
obtido ao realizar o produto interno de x por y for igual a zero, tem-se que x é ortogonal a y e, escreve-se
zly. E, além disso, a funcao produto interno possibilita definir a norma de um vetor € R™, como seré
visto na préxima segao.

3 NORMAS USUAIS NO ESPACO R"

Uma norma para R™, serd também uma fungao que associa a cada vetor deste espa¢o um nimero
real positivo e que cumpre trés propriedades. Assim, inicialmente seja x um elemento qualquer de R"™,
o resultado obtido ao calcular o produto interno deste elemento por ele mesmo representa um ndmero
positivo que fornece o comprimento (ou norma) do vetor x, isto é, (z,x) = |z|?, em que |z| = \/(z,x) &
este nimero real positivo.

Assim se estabelece a norma euclidiana em R"™, como uma norma advinda do produto interno.
A norma euclidiana de um vetor x € R™ é calculada (e escrita) como |z| = /27 + 23 + ... +22. E,
além desta norma, pode-se associar também ao vetor x um nimero real por meio da norma da soma
e por meio da norma do maximo, que sdo escritas e calculadas como |z|s = |x1| + |x2| + ... + |z,] €
|z|ps = mazx {|z1|,...,|zn|}, respectivamente. Estas normas sdo denominadas normas usuais do espago
R™, sendo ainda a norma euclidiana definida como norma padrao para este espaco.

Cada uma dessas normas que associam ao vetor € R"™ um ntmero |x|, cumprem necessariamente
as trés propriedades seguintes para que sejam, de fato, uma norma:

1. |z| > 0, sendo |z| = 0 se, e somente se z = 0;
2. |a-z| = |a||z|, com a € R;
3. [w +yl < x|+ yl.

Neste trabalho serd omitido a demonstracao de que, de fato, cada uma das normas usuais em R"
cumprem as propriedades acima.

Cabe ressaltar que, com o item 2 das propriedades anteriores, a igualdade |a - z| = |a|z|, para
a = —1, permite afirmar que | — x| = |z|.

Exemplo 3.1. Seja o vetor (2,—4,1) um elemento de R™ quando n = 3, determinar sua norma por meio

das trés normas usuais para R™.

(2,-4,1)| = /22 + (—4)2 + 12 = V/21.

1. Com a norma euclidiana, a norma do vetor (2,—4,1) é

...................................
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2. Com a norma da soma, a norma do vetor (2,—4,1) € |(2,—4,1)|s = 2|+ | — 4|+ 1| =|7| =T.

3. Com a norma do mdzimo, a norma do vetor (2,—4,1) € |2,—4,1)|p = maz {|2,| —4]|,|1|} =
| =4[ =4 =4.

A partir das trés condi¢oes que definem uma norma, e uma norma, pode-se induzir a distancia
entre dois pontos em R™, uma vez que essas condicoes apresentam as propriedades caracteristicas de uma
distancia. Pois, por exemplo, dado © € R™ e a norma euclidiana de x, esta exprime a distancia desse
ponto até a origem de R"™, e nesse sentido, por meio dessa norma pode-se determinar a distancia entre

dois pontos x e y, pondo d(z,y) = |z —y| = \/(:cl — )%+ ... 4 (#n — yn)?. E, de modo analogo, ¢

possivel obter a distancia entre dois pontos de R™ a partir da norma da soma e da norma do méaximo.
Outro ponto interessante e que merece destaque em relacdo as normas usuais para R™ que foram

apresentadas, é que, de certo modo, elas sao equivalentes, isto é, para qualquer z € R™ é valido que:

lz|p < |2 < |z|ls < -2y

Para verificar essa equivaléncia, optou-se por analisar cada relacao de ordem. Nesse sentido, para
r € R™

1. el < Jal
Seja |xy| = mazx {|z1|,...,|znl}, segue que |z,| > |z;|, para qualquer ¢ = 1,...,n, bem como que
| 2|2 > |7]?. Pela norma euclidiana, a norma do vetor  é |z| = /(2 + ... + 22 +... +22) e, de
modo equivalente |z|?> = 22 +... + 22 + ... + 22. Ao comparar as duas normas calculadas sobre
o vetor  tem-se que |v,[? < 2?4+ ...+ 22 + ...+ 22, isto &, |7,|* < |7|* que é equivalente a
|xw| < |z, 0 que significa que |z|y < |z|.

2. |z| < |zls
Seja |z = 23 + ...+ 22 + ... + 22 e seja também |z|% = (Jo1| + |22 +... + |2])%. Note que
o3 = (Joa] + |22l + o 4 Jen)® = (o] + oo + oo feal) - (2] + o] + o fea]) = [od] +

n n—1
|23+ ... + |22 + 2 Z Z |z;||z;|. Como todo namero ao quadrado é nao-negativo, logo podemos
§>i i=1
n n—1
escrever que |z|%3 =23+ 23 +... + 22 +2 Z Z |z;||z;|. Desta maneira, nota-se que |z|% — |z|* =
§>i i=1
n n—1
22 Z |z;||z;] > 0, isso significa que |z|% > |z]? = |z|s > |z].
J>i i=1

3. |z|ls < n- x|
Seja || a norma do vetor = pela norma do maximo e seja |z1| + ...+ |€yw|+ ...+ |z,| & norma do
vetor x pela norma da soma. Perceba que ocorre:

|| = |21

|| = |2o

@] > |as]

[Tw| = |2
Ou seja, de um lado obtém-se n - |x,,| € do outro |z|g, isso equivale a ter n - |z|p > |2]s.

Portanto, de 1,2 e 3 conclui-se valida a correspondéncia |z|p; < |2| < |z|s < n - |z|pr-
Além disso, independentemente da norma que se usar, dentre as trés normas possiveis em R", vale
também as seguintes desigualdades modulares:
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Lo o] = |y < [lz] = [|yl] < |z =yl
2. |z +y| < |z|+ |yl

3. |z —z| < |z —yl+]|y— =]

4 CONCLUSAO

Diante do que foi exposto nesse trabalho, nota-se que o espaco euclidiano R™ admite nao s6 uma,
mas trés normas usuais; bem como a possibilidade de outras normas, além dessas, serem estabelecidas
nesse espaco. Assim, com o conhecimento dessas trés normas (norma euclidiana, norma da soma e norma
do méximo) e da equivaléncia entre elas, tem-se a possibilidade de usar aquela que for mais conveniente,
isto é, aquela que facilitar a demonstracao de que um resultado seja valido, por exemplo. Pois, se um
conjunto qualquer de R™ for limitado por uma delas, também serd limitado em relacdo as outras.

Referéncias

[1] LIMA, E. L. Analise Real. v.2. 6 ed. Rio de Janeiro: Impa, 2016.
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Colégio Estadual Presidente Castelo Branco
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Barbara Winiarski Diesel Novaes
Universidade Tecnolégica Federal do Parana — Campus Toledo
barbaraw@utfpr.edu.br

INTRODUGAO

No ambito do projeto “A matematica a ensinar nos primeiros anos escolares:
processos de internacionalizagdo e circulagdo no estado do Parana, 1960 - 1970”
coordenado pela professora Barbara Winiarski Diesel Novaes ha trés subprojetos, dois deles
de iniciagao cientifica — ensino médio com estudantes do curso de Formagédo de Docentes
do Colégio Estadual Presidente Castelo Branco intitulado “Repositério de conteudo digital e
a Histdria da Educagéo Matematica: livros didaticos, cadernos de alunos e provas”.

A investigacao vincula-se ao projeto de pesquisa com uma proposta de investigagéo
Tematica (Rede de Pesquisa) do Grupo de Pesquisa em Histéria da Educagdo Matematica
no Brasil (GHEMAT), coordenado pelo prof. Wagner Rodrigues Valente (UNIFESP) em que
pesquisadores de varios estados brasileiros inventariam e digitalizam fontes de pesquisa e
enviam para o] repositério de conteudo digital do grupo
(https://repositorio.ufsc.br/handle/123456789/1769) para a construcdo da Histéria de
Educacao Matematica Brasileira.

Os nossos planos de trabalhos se adequa ao projeto homologado por pretender
inventariar e digitalizar livros didaticos de matematica, cadernos de alunos e provas dos
primeiros anos escolares na regidao oeste do estado do Parana. Para a consecucgédo do
estudo recebemos informacbes basicas acerca do trabalho de levantamento das fontes

histéricas requeridas no estudo, assim como orientadas leituras para a fundamentacgéo
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tedrico-metodolégica. Os trabalhos iniciaram-se em agosto de 2017 e o término ocorre em
julho de 2018. As etapas do plano de trabalhos que estamos desenvolvendo sao:

12 etapa:

a) estudo de literatura referente ao projeto;

b) inventario e digitalizacdo do material localizado para envio ao repositério do grupo
de pesquisa GHEMAT;

c) organizagéo de planilhas especificas da producgéo inventariada.

22 etapa:

a) organizacéo cronolégica da produgéo inventariada;

b) elaboragéo do Relatério Parcial.

32 etapa:

a) Preenchimento da ficha catalografica do material a ser enviado ao Repositorio;

b) Preparacdo do material inventariado para envio para o Repositorio.

c¢) Envio das fontes para o Repositorio.

42 etapa:

a) elaboracao do Relatério Final,

b) apresentacdo do trabalho no Seminario de Iniciagdo Cientifica e Tecnoldgica da
UTFPR (SICITE);

c) apresentacdo de comunicacdo no XV Seminario Tematico do GHEMAT a ser

realizado em abril de 2018.

O objetivo deste artigo é relatar como ocorreu o processo de organizagao inicial dos
livros didaticos, manuais pedagogicos e legislacdo doada pela professora Neuza Bertoni
Pinto ao recém-criado GHEMATPR.

Fundado em 25 de outubro de 2017, o GHEMAT-PR esta localizado fisicamente na
UTFPR — Campus Toledo no Laboratério Interdisciplinar de Formacéo de Professores (LIFE)
e forma uma rede de pesquisadores de varias cidades do Parana (Palotina, Paranagua,
Fazenda Rio Grande e Curitiba). Possui um acervo de aproximadamente 200 livros didaticos
antigos doados pela professora Neuza Bertoni Pinto que pode ser consultado com
agendamento prévio. Nacionalmente contribui com as pesquisas do GHEMAT Brasil que
possui um Repositério de Conteudo Digital (RCD) da Histéria da Educagédo Matematica sob
responsabilidade do GHEMAT / SC.
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CAIXAS E MAIS CAIXAS

No dia 06 de outubro (figura 1) iniciamos o processo de retirada e organizacédo dos
livros adquiridos por meio de uma doagao a nosso projeto, até entdo vinhamos preparando
a sala e pesquisando qual seria a melhor forma de organizar os livros, a coordenadora
Barbara conseguiu dois armarios para que pudéssemos utiliza-los em nosso projeto o que
nos facilitou durante todo o processo de retirada, organizacdo e catalogacdo de todos os
livros em posse de nosso projeto.

Nossa organizacéo inicial de deu com a separac¢ao dos livros didaticos do primario,
livros didaticos do ginéasio, colegial, manuais pedagégicos, cartilhas de aprendizagem, livros
preparatorios, legislagcdo para o exame de admissdo para posterior organizacdo nos

armarios.

Figura 1 — Processo de retirada dos livros das caixas

Fonte: autores

Na figura 2 observamos os livros em posse do acervo organizados nos armarios para

sua futura catalogagao.
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Figura 2 — Processo de retirada dos livros das caixas

Fonte: autores

Um fato curioso é que encontramos um boletim da aluna Juditti Jorge do Colégio
Instituto Filadélfia da cidade de Londrina do ano de 1951 no meio do livro “Guia de
matematica”. Entre os livros, recebemos uma colegdo com 10 volumes do escritor Malba
Tahan, heterdnimo de Julio César de Mello e Souza, importante matematico brasileiro cuja
data de nascimento comemoramos o dia da matematica no Brasil. Além disso, ha livros
didaticos do inicio do século XX, livros de outros paises (varios escritos em espanhol sobre

no periodo do Movimento da Matematica Moderna).

TRABALHO DE FORMIGA

Além da organizacéo inicial dos livros, um dos objetivos atuais de nosso projeto é
fazer funcionar os computadores, 0s scanners, para que assim possamos iniciar um
processo de envio dos nossos exemplares de livros para o Repositério de Conteldo Digital.

A primeira etapa apés a retirada dos livros das caixas foi dividi-los em categorias
com base nas séries para que depois disso pudéssemos armazena-los em seus respectivos
lugares nos armarios. Estamos planejando uma higienizagao e talvez restauracao caso seja
necessario nos livros de nosso acervo.

Até o momento essa organizac&o resultou numa planilha com 55 livros sendo 42
livros didaticos dos anos iniciais, 10 manuais didaticos e 3 livros do antigo ginasial. As

categorias utilizadas foram: autor, titulo, edi¢gdo, ano, editora, numero de paginas. Além
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disso ha trés perguntas: esta digitalizado?; esta no repositério?; foi doado pela professora
Neuza? Repositdrio — nessa organizagdo nés acessavamos o repositorio e verificAvamos se
o livro estava la armazenado. Quando terminarmos a catalogagéo prévia dos livros, uma
segunda etapa é o preenchimento de uma tabela mais descritiva de cada livro (metadados)
para envio ao repositorio.

Juntamente com a organizagdo dos livros analisamos dois artigos e um livros que
nos ajudardo a fundamentar nosso trabalho no que se refere ao Repositério de Contetido
Digital ( COSTA, 2015); andlise de livros didaticos (CHOPPIN, 2004) e saberes profissionais
( HOFFSTETTER; SCHNEUWLY, 2017).

DEFINICAO DO TEMA: AS FRAGCOES NOS MANUAIS PEDAGOGICOS E GUIAS DE ENSINO

Depois de finalizar a primeira organizagéo dos livros didaticos, guias pedagdgicos e
manuais didaticos definimos qual seria o tema da nossa pesquisa. Optamos por estudas nos
manuais e guias pedagogicos as orientagcdes para o ensino das fragdes no ensino primarios
devido a sua importancia nos anos iniciais e que gera bastante dificuldade nos alunos e
professores. Dos 11 manuais e guias pedagodgicos disponiveis no acervo, selecionamos 4
(tabela 1) por serem escritos por autores cujas obras tiveram uma grande circulagédo no

Parana.

Tabela 1 — Titulo da Tabela 1
(Fonte Arial, tamanho 10, centralizada, numerada)

Irene de Metodologia da matemética
Albuquerque (1964)
Maria
Helena

Roxo; Maria | Didatica Viva da Matematica
Luiza do no curso primario (1970)
Carmo

Neves

Norma
Cunha

Osorio;

Matematica na escola

primaria moderna (1968)
Rizza de

Araujo Porto

Rizza Araujo Ver, sentir, descobrir a
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Porto aritimetica (1968)

Fonte: autores

CONSIDERAGOES FINAIS

Finalizada esta primeira etapa do projeto nos préximos quatro meses estaremos
analisando os manuais selecionados no que se refere ao ensino de fragcbes. Para tanto
iniciamos em paralelo estudo de referéncias tedricos sobre esta tematica.

A organizagao de um acervo histérico (fisico e digital) € um trabalho que demanda
tempo, cuidado e dedicacdo. Em relagdo ao Repositério Digital do GHEMAT, este tem
permitido que pesquisadores dos mais diferentes estados do Brasil, desenvolvam
estudos histéricos comparativos que permitem avangar na compreensao de como se

constitui historicamente a Educacao Matemética.

REFERENCIAS

CHOPRPIN, A.. Histéria dos livros e dar edigdes didaticas: sobre o estado da arte.
Educacéo e pesquisa, Sao Paulo, v. 30, n.3, p. 549-566, 2004.

COSTA, D.A. Repositorio. v.3 In: VALENTE, W.R. (Org.). Cadernos de Trabalho.

Sao Paulo: Editora Livraria da Fisica, 2015a.

HOFSTETTER, R.; SCHNEWLY, B. Saberes: um tema central para as profissées
do ensino e da formacédo. In: VALENTE, W. R.; HOFSTETTER, R. Saberes em
(trans) formacgao: tema central da formacao de professores, 1 ed. Sao Paulo:
Editora Livraria da Fisica, 2017.
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Introducao aos Niimeros Ordinais e Nameros Cardinais

Vinicius Franco Vasconcelos
Universidade Tecnologica Federal do Parana
v.f.v.math@gmail.com

Adriano Gomes de Santana
Universidade Tecnoloégica Federal do Parané
adrianosantana@utfpr.edu.br

1 INTRODUCAO

O conjunto N dos numeros naturais possui diversas propriedades, algumas das quais ja estamos
familiarizados. Utilizamos os niimeros naturais principalmente para ordenar e para contar elementos de
um conjunto finito a. Fazemos isso, ainda que de forma inconsciente, por meio de uma fungao de um
subconjunto {k € N: k <n} C Nem a. O conjunto {k € N: k < n} sera identificado com n.

A nocao de “ordenar” esta associada a numeros ordinais, enquanto que a nocao de “contar”
esta associada a nameros cardinais, porém qualquer ordenagao e qualquer contagem que utilize ntimeros
naturais esta restrita a conjuntos finitos, sendo possivel generalizar tais conceitos para conjuntos infinitos.

Pretendemos neste trabalho desenvolver essas nogoes, mostrar algumas propriedades dos nu-
meros ordinais e dos nimeros cardinais bem como diferencas entre elas, que coincidem no caso finito mas
nao no infinito.

Como estamos trabalhando dentro da Teoria dos Conjuntos, especificamente ZFC*, nio faremos
distincao entre conjuntos e elementos, denotaremos ambos por letras mindsculas. Quando nos referirmos
a classes, utilizaremos letras maitsculas.

2 RELACOES DE ORDEM

Definicao 1. Dada uma relagao binaria < em a, dizemos que:

[N

o < é refleriva se x < x para todo = € a;

o < é antissimétrica se x < y e y < x implica z = y para todos x,y € a;

[}

o < é transitiva se x <y e y < z implica x < z para todos z,y, z € a.

Se < for reflexiva, antissimétrica e transitiva, dizemos que < é uma relagdo de ordem em a, ou simplemente

uma ordem em a.

Defini¢ao 2. Dados um conjunto a e uma relagdo de ordem < em a, a estrutura (a, <) é chamada de
conjunto ordenado. E comum dizermos simplemente que a é um conjunto ordenado quando é claro a que

ordem nos referimos.

Defini¢ao 3. Dado um conjunto ordenado (a, <), definimos a ordem estrita em a como segue: para cada

u,v € a, escrevemos u < v se u < v e u # v.

I Teoria Axiomatica dos Conjuntos de Zermelo-Fraenkel com o Axioma da Escolha. Os axiomas estdo listados no primeiro

UTrerr
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Exemplo 1. Dado um conjunto x, a inclusato é uma ordem em =z, isto é, sendo

C, ={(k,0) e x x x: k C{}, aestrutura (x,C,) é um conjunto ordenado.

Exemplo 2. Dado um conjunto z, a identidade é uma ordem em z, isto ¢, sendo Id, = {(k, k) : k € =},

a estrutura (x,1d,) ¢ um conjunto ordenado.

Exemplo 3. Dados dois conjuntos z e y, seja ¢ = |, c , F(k,y), a restricdo é uma ordem em ¢, isto &,

sendo [, = {(f,9) € ¢ x ¢ : f =g | dom f}, a estrutura (¢, [,) é um conjunto ordenado.

Exemplo 4. Em N, defina <, = {(mn) € NxN : JFk € N (m+ Lk = n)} e
<e¢ ={(myn) e NxN:3Jk € N (m-k =n)}. As relages <; e <, sao ordens em N, sendo que

<, é a ordem usual e <, é a relacao de divisibilidade.

Defini¢do 4. Dados um conjunto ordenado (a,<) e um subconjunto s C a, dizemos que z € s é o
minimo de s se para todo u € s temos x < u. Analogamente, dizemos que y € s € o mdximo de s se para
todo u € s temos u < y. O minimo e o méximo de s, caso existam, sao dnicos, e sao denotados por min s

e por max s, respectivamente.

Defini¢ao 5. Dados um conjunto ordenado (a,<) e um subconjunto s C a, dizemos que z € s é um
elemento minimal de s se nao existe um u € s tal que u < z. Analogamente, dizemos que y € s é um

elemento mazrimal de s se nao existe um u € s tal que y < .

Exemplo 5. Em (P(z), Cp(s)), considere o subconjunto P(x) \ {&,z} C P(z). Os elementos minimais
de P(z) \ {@,z} s@o os subconjuntos unitarios de = e os elementos maximais de P(z) \ {&,z} sdo os

subconjuntos y C x tais que x \ y é unitario.

Exemplo 6. Em (N, <,), considere o subconjunto N\ {1} C N. Os elementos minimais de N\ {1} séo

08 nUmeros primos.

Defini¢ao 6. Dados um conjunto ordenado (a,<) e um subconjunto s C a, dizemos que = € a é um
limitante inferior de s se para todo u € s temos x < u. Analogamente, dizemos que y € a é um limitante
superior de s se para todo u € s temos u < y. Se existir um limitante inferior de s, dizemos que s é
limitado inferiormente, e se existir um limitante superior de s, dizemos que s é limitado superiormente.

Se s for limitado inferiormente e limitado superiormente, dizemos que s é limitado.

Defini¢ao 7. Dados um conjunto ordenado (a,<) e um subconjunto s C a, dizemos que = € a é o
supremo de s se x = min{k € a : k é limitante superior de s}. Analogamente, dizemos que y € a é o
infimo de s se y = max{k € a : k ¢ limitante inferior de s}. O supremo e o infimo de s, caso existam, sdo

unicos, e sdo denotados por sup s e por inf s, respectivamente.

Exemplo 7. Em (P(z), Cp(s)), dado um subconjunto s C P(x) qualquer, temos:

...................................
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Exemplo 8. Em (N, <,), dados a,b € N, temos sup{a,b} = mmc(a,bd) e inf{a,b} = mdc(a,d). Além

disso, temos supN =0 e inf N = 1.

Defini¢ao 8. Dado um conjunto ordenado (a, <), dizemos que um subconjunto s C a é uma cadeia se
para todos u,v € s é verificado u < v ou v < u. Se a C a for uma cadeia, dizemos que a € totalmente
ordenado e que < é uma ordem total, caso contrario dizemos que a é parcialmente ordenado e que < é

uma ordem parcial. Se {x,y} C a é uma cadeia, dizemos que x e y sd@o compardveis.

Exemplo 9. Se z tem ao menos dois elementos, entdo o conjunto (P(z), Cp(a)) € parcialmente ordenado,

pois dados u,v € x distintos, os conjuntos {u} e {v} ndo sdo comparaveis.

Exemplo 10. O conjunto (N, <) é totalmente ordenado, ao passo que (N, <,) é parcialmente ordenado

(2 e 3 nao sdo comparaveis). Os conjuntos da forma {n* : k € N} com n € N sdo cadeias em (N, <,).

Definicao 9. Dado um conjunto ordenado (a, <), dizemos que a é bem ordenado se todo subconjunto
s C a nao-vazio tem minimo. Nessas condi¢oes, dizemos ainda que < é uma boa ordem.

Nao ¢ dificil ver que toda boa ordem ¢ uma ordem total (de fato, dados z,y € a, o conjunto
{z,y} tem minimo). Os teoremas 1 e 2 a seguir sdo equivalentes ao Axioma da Escolha, e as demonstragoes
podem ser encontradas em [1].

Teorema 1 (Lema de Zorn). Dado um conjunto ordenado (a, <), se toda cadeia de a tiver um limitante

superior, entao a tem um elemento maximal.

Teorema 2 (Axioma de Zermelo). Dado um conjunto a, existe uma ordem < em a tal que (a, <) é bem

ordenado.

Definicao 10. Dados dois conjuntos ordenados (a, <) e (b, <) e uma funcdo f : a — b, dizemos que
f & crescente se x < y implica f(z) < f(y) para todos z,y € a. Ainda, dizemos que f é estritamente
crescente se x < y implica f(x) < f(y) para todos x,y € a. Analogamente, dizemos que f é decrescente
se ¢ < y implica f(y) = f(x) para todos z,y € a e estritamente decrescente se x < y implica f(y) < f(z)
para todos x,y € a. Se f é crescente ou decrescente, dizemos que f é mondtona, e se f é estritamente

crescente ou estritamente decrescente, dizemos que f é estritamente mondtona.

Defini¢ao 11. Dados dois conjuntos ordenados (a, <) e (b, <), dizemos que a e b sdo isomorfos, ou que
a e b possuem o mesmo tipo de ordem, se existir uma funcao bijetora f : a — b tal que para quaisquer

X,y € a, temos x < y se e somente se f(z) <X f(y). A fungdo f é chamada de isomorfismo.

Defini¢ao 12. Dados dois conjuntos ordenados (a, <) e (b, <) com aNb = &, definimos a ordem unido,

ou ordem soma, em a \J b como:

x<yyseesomentese (r,y€aAx<y)V (r,yebAhz =<y VvV (x€aAAyeb)
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Definicao 13. Dados dois conjuntos ordenados (a, <) e (b, X), definimos a ordem produto, ou ordem

lezicogrdfica, em a X b como:

(z,9) <x (z,w) se e somente se (x < z V (x =2z A y S w))

3 NUMEROS ORDINAIS

Definicao 14. Dado um conjunto a, o conjunto S(a) = a U {a} é chamado de sucessor de a.

Definicao 15. Um conjunto a é transitivo se para todo = € a temos x C a. Equivalentemente, a é

transitivo se a C P(a), ou ainda, a é transitivo se [ Ja C a.

Definigao 16. Um conjunto a é um ordinal se a é transitivo e (a,€,) é bem ordenado, em que
€, ={(kyt) eaxa:k €tV k=1{(. Eusual denotar ordinais por letras gregas mintsculas. A

classe de todos os ordinais é denotada por Ord, e se trata de uma classe propria.
Teorema 3. O conjunto vazio é um ordinal e sucessor de ordinais é um ordinal.

Demonstragio. E imediato que o conjunto vazio é um ordinal (as duas condi¢des sdo satisfeitas por
vacuidade).

Dado um ordinal a, seja x € S(a). Se x = a, claro que z C S(a). Se z € «, entdao z C a C S(«a). Logo,
S(a) ¢é transitivo. Seja y C S(a) ndo-vazio. Se o ¢ y, entdo y C «, logo y tem minimo. Se y = {a},
entdo miny = a. Caso contrario, y \ {a} # &, e como y \ {a} C a, existe z = min(y \ {a}). Como
y\ {a} C a, segue que z € a, e portanto z = miny. Logo, S(a) é bem ordenado por €. Portanto S(«)

é um ordinal. O

Corolario 3.1. Os ntmeros naturais sao ordinais.

Demonstragao. Como 0 = &, temos que 0 é um ordinal. Se n € N é um ordinal, entdo S(n) é um ordinal.

Segue por indugao finita que todos os niimeros naturais sao ordinais. O

Teorema 4. Os elementos de ordinais sdo ordinais.

Demonstra¢ao. Seja o um ordinal e tome 8 € . Seja x € 8. Como 5 C «, segue que = € «, logo x C a.
Seja u € x. Como x C a, temos u € a. Assim, como u € x € 3, segue que u € 3, logo x C 3, e portanto
B é transitivo. Seja y C 8 nao-vazio. Como 8 C «, segue que y C 5 C «, e portanto y tem minimo.

Logo, B é bem ordenado por €. Portanto 3 é um ordinal. O

Teorema 5. Dados dois ordinais a e 8, se @ & 3, entdo o € 3.

Demonstragao. Seja x = B\ a. Como x # @ e x C 3, sejay = minz. Como y € 8, segue que y C S. Seja
z €y. Temos z € f, e se z ¢ «, entdo z € x, logo y € z, absurdo, assim z € «. Portanto, y C a. Seja
w € a. Temos w € B, logo w € youy € w. Se y € w, como w € a, temos y € o, mas y € x, absurdo.

Deste modo, segue que w € y, e assim a C y. Logo o = y e portanto o € . O
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Corolario 5.1. Dados dois ordinais a e 3, temos que o € 3 se e somente se o C 3.

Demonstragio. (=) E imediato da definicdo.

(«<=) Decorre do teorema anterior. O
Teorema 6. A interseccao de ordinais é um ordinal.

Demonstragao. Considere a # & um conjunto cujos elementos sao ordinais. Seja x € []a. Para todo
a € a temos x € «, logo  C « para todo a € a, e segue que = C (|a. Assim, ()a é transitivo. Seja
y € [ a nao-vazio. Para todo a € a temos y C «, e portanto y tem minimo. Logo, () a é bem ordenado

por €. Portanto () a é um ordinal. O

Teorema 7. Dados dois ordinais « e 3, temos que exatamente uma das seguintes situagoes acontece:

a€f;Beaoua=g0.

Demonstragio. Sejay=aNp. Temos y CaevyC [. Sey=a, temos a C 3, logo a = oua € 5. Se
y=p,temos a2 B,logoa=Foufea SeyGaey& B, obtemosycaeyef,logoyeanf=r,
absurdo. Portanto, uma das condigoes o € 3, 8 € a ou a@ = 8 deve ser satisfeita, e como duas quaisquer

delas resulta em absurdo, segue que somente uma delas é satisfeita. O
Teorema 8. A uniao de ordinais é um ordinal.

Demonstragao. Considere a # @ um conjunto cujos elementos sdo ordinais. Seja x € |Ja. Existe um
a € a tal que x € a, logo = C a, e segue que = C |Ja. Assim, | Ja é transitivo. Seja y C |Ja nao-vazio.
Seja z = {min(kNy):ke{f €a: Ny # &}}. Existe um u € a tal que uNy # &, logo z # &. Tome
um £ € z. Se £ Nz = &, entdo para todo « € z temos a ¢ &, isto &, £ € a, e portanto £ = minz. Se
&Nz # &, entdo Nz C £ tem minimo, seja n = min( N z). Dado v € z, se v € 1, como 7 € &, terfamos
v e &, logo v € £N z, absurdo, pois 77 é o minimo de £ N z, logo 7 = min z. Deste modo, existe v = min z
(y=¢ou~y =mn). Dado w € y, existe § € a tal que w € § Ny, logo v € min(d Ny) € w, e além disso

~ € y, portanto v = miny. Assim, | Ja é bem ordenado por €. Portanto |Ja ¢ um ordinal. O
Corolario 8.1. O conjunto dos ntimeros naturais ¢ um ordinal.

Demonstragao. Como N = [JN, segue do Corolario 3.1 que N é um ordinal. O
Notag¢do. Quando quisermos nos referir a N como um ordinal, utilizaremos a letra grega w.

Defini¢ao 17. Dado um ordinal «, se existir um ordinal 8 tal que a = S§(), dizemos que « é um ordinal

sucessor. Caso contrario, dizemos que « é um ordinal limite.

Exemplo 11. O conjunto dos ntimeros naturais é um ordinal limite. De fato, se existisse um ordinal «

tal que S(o) = w, teriamos o € w, e assim S(a) € w, implicando w € w, absurdo.
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Definicao 18. Definimos a ordem entre ordinais como a < [ se e somente se a € 3, e « < [3 se e somente

se a € foua=0.

Teorema 9. Se (a, <) é bem ordenado, entdo existe um tnico ordinal « tal que a e a possuem o mesmo

tipo de ordem.

A demonstragao do Teorema 9 pode ser vista em [1].

4 INDUCAO E RECURSAO TRANSFINITAS

Teorema 10 (Indugdo Transfinita). Se uma propriedade ¢(x,p) (com parametro p) é tal que
(i) ©(0,p) é verificada;
(ii) para cada ordinal a, temos que ¢(a, p) implica ¢(o(a), p);
(iii) para cada ordinal limite x # 0, temos que ¢(«, p) para todo « < k implica ¢(k,p);
entao ¢(x,p) é satisfeita por todos os ordinais.

Demonstragdo. Suponha que ¢(8,p) ndo ¢é satisfeita para algum ordinal g. Seja
u={x <pB:-px,p)}. Como S € u, temos que u é ndo-vazio e portanto tem minimo. Seja v = minwu.
Por (i), temos que v # 0. Como ¢(4,p) é satisfeita para todo ordinal § < v, segue de (ii), se v for um

ordinal sucessor, ou de (iii), se y for um ordinal limite, que ¢(v, p) é satisfeita, absurdo. O

Teorema 11 (Recursdo Transfinita). Dados um conjunto a e uma funcao G, existe uma tnica fungio F'

com dominio Ord tal que

(il) F(S(a)) = G((F(«),)) para todo ordinal «;

(iii) F(k) = G((F | k,k)) para todo ordinal x # 0 limite.

A demonstragao do Teorema 11 pode ser vista em [1].

5 ARITMETICA ORDINAL

Defini¢cao 19. Definimos a adi¢do de ordinais como segue via recursao transfinita, para cada ordinal ~:

7+0=v
v+ S(a) =S(y+ «) para cada ordinal « (1)

Y+ kK= U (y+B) se k #0éum ordinal limite
B<k
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Definicao 20. Definimos a multiplicacdo de ordinais como segue via recursao transfinita, para cada
ordinal :

v-0=0

v-S(a) =7 -a+~ para cada ordinal « (2)

VK= U (v-8) sek#0éum ordinal limite
B<kK

Definicao 21. Definimos a exponencia¢do de ordinais como segue via recursao transfinita, para cada

ordinal ~:

=~%.~ para cada ordinal « 3)

7= U (v?) se k # 0 ¢ um ordinal limite
B<kK

Na auséncia de parénteses, a multiplicagao tem prioridade sobre a adigdo, a exponenciagao
tem prioridade sobre a adicao e a multiplicagao.

Teorema 12. As seguintes propriedades sao validas para quaisquer ordinais «, 5 e 7:
(i) (a+B)+v=a+(B+7); (vi) a- B =0 se e somente se « =0 ou 8 = 0;

(i) - (B+7) = (o B)+ (o ); (vil) se a < B, entdo existe um unico § tal que
(il) (a-B)-y=a-(B-7); at+d=p;

i B+y — B . a7
(iv) @ @ an (viil) se a # 0, ent@o existe um tnico £ e um unico

(v) (@P)7 =af; p<ataisquea-{+p=p.

Teorema 13. As seguintes propriedades nao sao validas para quaisquer ordinais «, 8 e :

(i) a+B8=0+q; (iv) se a+v =B+, entdo a = §;
(i) a-B=0"q (v) sea-y=p-vev#0,entdo a =
(ili) (+B)-y=(a-7)+(B-7); (vi) (a-B)Y =a?-p7.

As demonstragoes dos itens do Teorema 12 seguem por indugdo transfinita. Note que os itens
(vii) e (viii) nos permitem definir subtragdo e divisdo com resto de forma analoga a N, entretanto nem
todas as propriedades dos ntimeros naturais valem para ordinais quaisquer, como mostra o Teorema 13.
Teorema 14. Dados dois conjuntos bem ordenados a e b disjuntos, se a possui o mesmo tipo de ordem

do ordinal a e b possui o mesmo tipo de ordem do ordinal 3, entdo a J b com a ordem soma possui o

mesmo tipo de ordem do ordinal o + 5.

Demonstragio. Sejam f : a — « e g : b — [3 isomorfismos. A fungdo h : a Ub — «a + 5 dada por

h(z) = f(z) se x € a e h(z) = a+ g(z) se x € b é um isomorfismo. O
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Teorema 15. Dados dois conjuntos bem ordenados a e b, se a possui o0 mesmo tipo de ordem do ordinal
a e b possui 0 mesmo tipo de ordem do ordinal 3, entdo a X b com a ordem produto possui o mesmo tipo

de ordem do ordinal « - 5.

Demonstragio. Sejam f : a — « e g : b — [ isomorfismos. A func¢do h : a x b — « - f dada por

h((z,y)) = a- f(x) + g(y) é um isomorfismo. O

6 CARDINALIDADE

Definicao 22. Dados dois conjuntos a e b, dizemos que a e b sao equipotentes, ou que a e b tém a mesma
cardinalidade, e escrevemos |a| = |b|, se existir uma funcéo bijetora de a em b. Caso contrario escrevemos
|a| # |b]. Se existir uma funcao de a em b injetora, escrevemos |a| < |b|. Se |a| < |b| e |a| # ||, escrevemos

la] < l.

Teorema 16. Para quaisquer conjuntos a, b e ¢, sao satisfeitas:

(i) laf = |af;
(ii) se |a| = |b], entdo |b] = |al;
(iii) se |a| = [b] e [b] = |c], entdo |a] = |c|.

Demonstragao. (i) A fungdo identidade Id, : @ — a é bijetora.
(ii) Seja f : @ — b bijetora. A fungdo f~!:b — a é bijetora.

(iii) Sejam f:a — be g: b — ¢ bijetoras. A fungdo go f: a — ¢ é bijetora. O
Teorema 17. Para quaisquer conjuntos a, b e ¢, sao satisfeitas:

(i) se [al < [b] e o] < |e], entdo Ja] < el

(ii) se |a| < |b| e |b] < |¢|, entdo |a| < |c];

(iii) se |a| < |b] e |b] < |c|, entdo |a| < |¢|.

Demonstragao. (i) Sejam f:a —be g:b— cinjetoras. A fungdo go f: a — ¢ é injetora.
(ii) Segue de (i) que |a| < |¢|. Se |a|] = |c|, teriamos |c| < |b], absurdo, logo |a| < |c|.

(iii) Analogo a (ii). O
Teorema 18. Para quaisquer conjuntos a e b, sao satisfeitas:
(i) se a C b, entdo |a| < |b);

(i) se |a| < |b], entdo existe um u C b tal que |a| = |u].
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Demonstragao. (i) A fungdo identidade de a em b é injetora.

(ii) Seja f : a — b injetora. A funcao f :a — Im f ¢ bijetora, logo basta tomar v = Im f. O
Teorema 19. Para quaisquer conjuntos a, b, ¢ e d tais que |a| = |c| e |b] = |d|, s@o satisfeitas:

(i) seanb=cNd=@ ,entdo |[aWUb| = |cUd|;

(i) |a x b = |e x d|;

(if) |F(a,b)] = |F(c.d)].

Demonstrac¢ao. Sejam f :a — ce g:b— d bijetoras.

(i) A funcéo u: aUb — cUd dada por u(z) = f(x) se x € a e u(x) = g(x) se x € b é bijetora.

(ii) A funcdo v : a x b — ¢ x d dada por v((z,y)) = (f(z),g(y)) é bijetora.

(iii) A fungdo w : F(a,b) — F(c,d) dada por w(x) = gox o f~1 é bijetora. O

Teorema 20. Para qualquer conjunto a, vale |P(a)| = |F(a,2)|.

Demonstragao. A funcdo f : P(a) — F(a,2) dada por f(x) = x., em que x, é a fungdo caracteristica de

x com dominio a, é bijetora. O
Teorema 21 (Cantor). Para qualquer conjunto a, vale |a| < |P(a)].

Demonstragao. A fungdo f : a — P(a) dada por f(z) = {«} é injetora, logo |a| < |P(a)|. Suponha que
exista g : a = P(a) bijetora. Sejab={k €a:k ¢ g(k)}. Tome um x € a. Se z € b, segue que x ¢ g(x),
logo g(x) # b. Se x ¢ b, segue que = € g(x), logo g(z) # b. Desde modo, b ¢ Im g, absurdo. Portanto
la| < |P(a)|. O

Corolario 21.1. Dado um ordinal «, existe um ordinal 3 tal que |a| < |3].

Demonstragdo. Pelo Teorema de Cantor, temos || < |P(«)|, e pelos teoremas 2 e 9, existe um ordinal
tal que |B| = [P(«)|, e portanto |a| < |5]. O
Teorema 22. Para quaisquer conjuntos a, b e ¢, se a 2 b D c e |a| = |¢|, entao |a| = |b).

Demonstragdo. Seja u : a — ¢ bijetora. Considere as fungdes f,g : w — P(a) definidas via recorréncia

finita como seguem:

Considere ainda a fungao h : w — P(a) dada por h(n) = f(n) \ g(n). Temos f(0) D ¢(0) 2 f(1), e
portanto f(n) 2 g(n) 2 f(S(n)) para todo n € w, o que implica h(m) N h(n) = & para m # n. Seja
d=J{h(n) : n € w}. Para cada n € w, temos
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logo uld] = d\ h(0) =d\ (a\b) Cb. Assim, a fungdo v:a — b dada por v(z) =u(x)sex €dev(z) =z

caso contrario é bijetora. O

Teorema 23 (Cantor-Bernstein-Schroder). Para quaisquer conjuntos a e b, se |a| < |b] e |b] < |a|, entao

la] = [b].

Demonstra¢ao. Sejam f :a — be g:b— a injetoras. A funcao go f : a — a € injetora. Assim, temos

la] = 1g[flal]| e |b] = |g[b]]- Além disso, temos g[f[a]] C g[b] C a, e portanto |a| = |b]. O
Teorema 24. Para quaisquer conjuntos a e b, temos |a| < |b| ou |b| < |a].

Demonstragao. Pelo Axioma de Zermelo, existem ordinais « e S tais que |a| = || e |b] = |5], e como

a C B ou B C a, o resultado segue. O

7 CONJUNTOS FINITOS E INFINITOS

Defini¢ao 23. Dado um conjunto a, dizemos que a é finito se existir um n € w tal que |a| = |n|. Caso

contrario dizemos que a é infinito.

Exemplo 12. Cada namero natural é um conjunto finito, ao passo que o conjunto dos niimeros naturais

é um conjunto infinito.

Definicao 24. Dado um conjunto a, considere a ordem Cp(,). Dizemos que a é T-finito se todo sub-
conjunto s C P(a) ndo-vazio tiver um elemento maximal. Caso contrario dizemos que a é T-infinito. (T

de Tarski)

Definigao 25. Dado um conjunto a, dizemos que a é D-finito se para todo subconjunto préprio s & a

temos |s| < |a|. Caso contrario dizemos que a é D-infinito. (D de Dedekind)

Teorema 25. Para qualquer conjunto a, temos que as seguintes afirmagdes sdo equivalentes:
(i) a é infinito; (ii) a é T-infinito; (iii) a é D-infinito.
Defini¢ao 26. Dado um conjunto a, dizemos que a é enumerdvel se |a| < |NJ.

Exemplo 13. O conjunto P(N) nio é enumerével.

Exemplo 14. Os ordinais w+w, w-w, w* sdo enumeraveis. Se cg = w € ag(p) = w" paracadan € w, o
ordinal € = J,, ., & € enumerével, bem como € +¢, ¢ - ¢, €°. De fato, se a e 8 sdo ordinais enumeraveis,
entdao qualquer ordinal obtido a partir de v e 8 por meio das operacoes definidas até o momento sera

enumerével. O primeiro ordinal ndo-enumeravel é w; = {k € Ord : k é enumeravel}.
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8 NUMEROS CARDINAIS

Definicao 27. Um ordinal k ¢ um cardinal se para todo oo < k temos |a| < |k|. A classe de todos os

cardinais é denotada por Card, e se trata de uma classe propria.

Teorema 26. Os nimeros naturais sao cardinais, bem como o conjunto dos nimeros naturais é um

cardinal.

Demonstragao. E imediato que o conjunto vazio é um cardinal (por vacuidade). Seja n € w. Como n é
finito, ndo existe bijecdo entre n e um subconjunto proprio de n, em particular com os niimeros naturais
m < n, logo n é um cardinal. Como w ¢ infinito e todo n < w & finito, segue que |n| < |w|, portanto w é

um cardinal. O
Teorema 27. Para qualquer conjunto a, existe um unico cardinal « tal que |a| = |a].

Demonstragao. Pelos teoremas 2 e 9, existe um cardinal « tal que |a| = |a|. Seja 8 um cardinal tal que
la| = |8]|. Se a < B, temos |a| < |B], absurdo. Se S < a, temos |5| < ||, absurdo. Portanto, devemos
ter a = f. O

Notagao. Para cada conjunto a, representaremos o cardinal equipotente a a por |a|. Essa notagdo nao é

conflitante com a Defini¢ao 22.

9 ARITMETICA CARDINAL

Definicao 28. Definimos a adi¢cdo de cardinais como segue: dados dois cardinais « e [, considere

conjuntos disjuntos a e b tais que |a| = a e |b| = . Com isso, definimos a + 8 como |a WU b|.

Definicao 29. Definimos a multiplicacdo de cardinais como segue: dados dois cardinais « e 3, considere

conjuntos a e b tais que |a| = a e |b| = . Com isso, definimos « - # como |a X b|.

Defini¢ao 30. Definimos a exponenciacao de cardinais como segue: dados dois cardinais « e 3, considere
conjuntos a e b tais que |a| = a e |b| = 8. Com isso, definimos o como |F(b,a)|.

O Teorema 19 nos garante que as operacoes nao dependem dos conjuntos a e b, estando assim
bem definidas. Na auséncia de parenteses, a multiplicagao tem prioridade sobre a adigao, a exponenciagao
tem prioridade sobre a adigao e a multiplicagao. Note que as operagoes entre cardinais nao coincidem
com as operagoes entre ordinais, mas o contexto deixara claro a que operagoes nos referimos.

Teorema 28. As seguintes propriedades sao validas para quaisquer cardinais k, \ e u:

(i) (k+A)+p=r+A\+pn); (iv) K- A=A K;
(i) (k- A)-p=r-(A-p); (V) A +p)=(-A)+ (k- p);
(i) K+ A= X+ kK; (vi) (k+A)-pu=(k-p)+ N\ p);
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(vii) kA HH =K RH (ix) (kMM =r N Hy
(viii) (k- A = KM - AH (x) £-A=0seesomente se k =0ouA=0.

As demonstragoes dos itens do Teorema 28 seguem de manipulagido de fungoes bijetoras.

10 ALEPHS

Definicao 31. Para cada conjunto z, seja H(x) o menor ordinal tal que |z| < |H(z)|. O ordinal H(x) é

chamado de nimero de Hartogs de x.
Teorema 29. Para qualquer conjunto z, temos que H(z) é um cardinal.

Demonstragao. Seja a < H(z). Pela defini¢do de ntimero de Hartogs, segue que |a| < |H(z)|, logo H(z)

é um cardinal. O

Definicao 32. Definimos os alephs via recursao transfinita como segue:

NQ =W
Ns(a) = H(Na) para cada ordinal o (1)

N, = U Ng  se n # 0 ¢éum ordinal limite

B< Kk

Teorema 30. Se x é um cardinal infinito, entdo existe um ordinal « tal que kK = N,,.

Teorema 31. Dados dois alephs X, e Ng, temos N, +Ng =R, - Ng = Rjavia, g}

As demonstragoes dos teoremas 30 e 31 podem ser vistas em [1].

11 CONSIDERACOES FINAIS

O Teorema de Cantor, juntamente com o Teorema 20, nos garante que g < 280, isto ¢, como
N; é o menor cardinal maior do que Ng, ®; < 2%, A afirmacdo “N; = 2%0” & chamada de Hipdtese do
Continuum, abreviada como CH, e é independente dos axiomas de ZFC. A Hipdtese Generalizada do
Continuum, abreviada como GCH, também independente dos axiomas de ZFC e que, como o préprio
nome diz, generaliza CH, pode ser enunciada como R, ;1 = 2% para todo ordinal a.

Provar as idependéncias de CH e de GCH dos axiomas de ZFC nao sao tarefas simples. Estas
independéncias podem ser verificadas por meio de uma técnica chamada Forcing que sera estudada no
Trabalho de Conclusao de Curso do primeiro autor, sob orientagao do segundo autor.
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