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Figure 1. Sophus Lie circa 1870.

“Estou certo, absolutamente certo de que ... essas teorias sera reconhecido como fundamental em algum

momento no futuro.”.. - Sophus Lie

“Sem fantasias ninguém pode se tornar matemético”.. - Sophus Lie
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Introducao

As algebras de Lie, reconhecidamente um dos aparatos mais importantes da matemaética e com aplicacdo
em outras ciéncias, surgiu com Sophus Lie, por volta de 1870, dentro de seu programa de estudar as
equagoes diferenciais a luz da teoria de Galois para equagoes algébricas. Neste minicurso o objetivo é de

introduzir os conceitos bésicos para definir uma algebra de Lie, e apresentar alguns exemplos.

1 Espacgos Vetoriais

Nesta secao vamos definir o que é um espago vetorial.

Definicao 1.1. Um espaco vetorial real € um conjunto V, nao vazio, com duas operagoes:

Soma
+: VxV — V

(u,v) utv

E a multiplicacao por um escalar,
RxV — V

(k,v) — kv '
Tais que para quaisquer u,v,w € V e a,b € R, as propriedades abaizo sejam satisfeitas.
i) (u+v)+w=u+ (v+w);
i) u+v=v+u;
iii) Existe 0 € V tal que u+ 0 = u; (0 é chamado vetor nulo);
i) Existe —u € Vital que u+ (—u) = 0;
v) a(u+v) = au + av;
vi) (a+b)u = au + bu;
vii) (ab)u = a(bu);
viii) lu=u
Exemplo 1.2. Dado o conjunto dos vetores do espaco
V=RxRxR=R?={(z, y, 2)| z,9,2 €R}

€ as operagoes:
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Seu=(z, y, z),v(z1, y1, 21) € R? definimos

utv=(x+x1, y+yi, 2+ 21)

au = (az, ay, az),
assim, V = R? ¢ um espago vetorial.
Exemplo 1.3. Dado o conjunto

a b
V=ygl(2,R) = M(2,R) = | a,b,c,d € R
c d

com a soma e produto por escalar usuais € um espaco vetorial.

Observagao 1.4. Definimos espaco vetorial real, (espago vetorial sobre o corpo dos reais), mas também

poderiamos ter definido espago vetorial sobre um corpo qualquer.

Algebra

Definicao 1.5. Seja A um espaco Vetorial sobre R. Dizemos que A € uma dlgebra sobre R se existe uma
operacdo de multiplicacao de vetores, que satisfaz a propriedade distributiva sobre a soma de vetores, isto

é, existe
AxA — A

)

(u,v) = w-v

tal que para todos u, v, w € A temos
u-(vtw)=u-v+u-we(utv) w=u-wtv-w

e para todos a,b € R eu,v € A
(au) - (bv) = (ab)(u - v)

2 Algebra de Lie

Definicao 2.1. Uma dlgebra de Lie consiste de um espago vetorial g munido de um produto, chamado
de colchete ou comutador de Lie [ , ]: g X g — g, que satisfaz as sequintes propriedades:

1. Bilinearidade, ou seja, linear em cada entrada.

2. Anti-simetria, isto é [X,Y] = —[Y, X]| para todo X, Y € g.

3. E a identidade de Jacobi, isto €, para todo X,Y,Z € g, temos

X, [V, Z]) + [Z,1X, Y]] + [V, [2, X]) = 0.
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Nao é dificil verificar que a identidade de Jacobi pode ser reescrita alternativamente de uma das duas
formas:
8) [X, Y. 2]) = [[X.Y], 2] + [V, [X. 2]);
b) [[X, Y1, 2] = [[X, 2}, Y] + [X, [V, Z]).

O colchete ou comutador de Lie, em geral, ndo é associativo, pois em qualquer circunstéancia [[X, X],Y] =

0 e no entanto [X, [X, Y]] nem sempre se anula. De fato, se tomarmos por exemplo

01
Y =
1 0 0 1

X =

entdo [X, X] = XX — XX =0. Logo [[X, X],Y] =0, mas [X,[X,Y]] #0.

Proposigao 2.2. Numa dlgebra de Lie com corpo de caracteristica diferente de 2 vale a sequinte equiva-

léncia: [X, X] =0 para qualquer X € g se e somente se [X,Y] = —[Y, X].
Demonstragao: Note que
0=[X4+Y,X+Y]=X, X+Y]+ [V, X+Y]|=[X,X]+ [X, Y]+ [V, X]+ [V.Y].

Mas por hipotese [X, X] = 0 para qualquer X € g. Assim pela igualdade acima temos que [X,Y] =
v, x].
Reciprocamente, suponha que [X,Y] = —[Y, X]. Dai

[X, Y]+ [Y, X] = 0 para qualquer X,Y € g.

Assim se Y = X temos que [X, X] + [X, X] = 0, ou seja, 2[X, X] = 0. Com isto temos que 2 = 0
ou [X, X] = 0. Mas como o corpo que estamos trabalhando tem caracteristica diferente de 2, temos que

2 # 0 e portanto concluimos que [X, X] = 0. O

Exemplo 2.3. Seja g um espago vetorial e definamos o colchete como (W, Z] = 0 para quaisquer W, Z € g.

Mostre que com este colchete g torna-se uma dlgebra de Lie.

Exemplo 2.4. Consideremos o espago vetorial real, R, com colchete definido como [z,y] = = + y.
Notemos que com este colchete R nao é uma dlgebra de Lie. De fato, nao vale, por exemplo, a bilinearidade

pois [2x,y] = 2z + y # 2[z,y] = 22 + 2y.

Exemplo 2.5. Consideremos o espago vetorial R mas agora com colchete definido pela multiplicagio,

[x,y] =z -y. Sugerimos ao leitor verificar se neste caso R é dlgebra de Lie.

Exemplo 2.6. O espaco vetorial R* com colchete de Lie definido por [(a,b), (c,d)] = (0,0) € uma dlgebra

de Lie, basta notarmos que este € um caso particular do FExemplo 2.3.
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Exemplo 2.7. Seja R3, onde o colchete de Lie é definido como o produto vetorial usual em R3. Entdo

R3 com este colchete é uma dlgebra de Lie. De fato, seja u = (a,b,c),v = (a, 3,7) e w = (m,n,p). Dai

i 7 k i 7k
[wvl=|a b c|==|8 6 ~|=—[v, u
a B v a b c
i J k

[utv, w=(@+v)Aw=|a+a b+ c+~y
m n p
i j ok i ok
=la b cl+|a B v|=uvAwt+vAw=|u,w]+ [v,w]
m n p m n p

Apesar de trabalhoso, ndo é dificil verificar a identidade de Jacobi neste exemplo.

Exemplo 2.8. Seja A uma dlgebra associativa arbitrdria, onde entende-se por dlgebra um espago vetorial
com uma aplicagao bilinear (chamado também de operagao ou produto) de Ax A a valores em A. Como a
anti-simetria e a identidade de Jacobi sdo caracteristicas das dlgebras de Lie precisamos que a aplica¢do
de A satisfaca estas duas propriedades para que A venha ser uma dlgebra de Lie. Por exemplo A torna-se

uma dlgebra de Lie se definirmos o colchete como
[z,y] = 2y — yx, para quaisquer x,y € A.

De fato, notemos que vale a bilinearidade pois tomando x1,x2 € A e o um escalar arbitrdrio, entiao
para todo y € A fixado, temos

[a(z1 + 22),y] = afz1 + 22,y] = a(21 + 22)y — ya(z1 + T2) = w1y + azzy

—Yar] — YaTe = QT1Y — YT + ATy — YaTy = QLY — QYT1 + QToY — QYT

= a(r1y — Y1 + T2y — y22) = a([z1, Y] + [22, Y]).

Para a anti-simetria sejam x e y € A, entdo temos que

—[y.2] = —(yz —a2y) =y —yx = [z,y].

Jd para a identidade de Jacobi sejam x,y,z € A, entdo

[, [y, 21 + [z, [, 9]l + [y, [z, 2]] = [, (y2 — 29)] + [2, (wy — y2)] + [y, (22 — 22)]

=z(yz — 2zy) — (yz — 2y)z + z(zy — yz) — (zy — yz)z + y(zz — x2) — (22 — x2)y

=zyz — 2y — Yyzx + 2yx + 2oy — 2yxr — Yz + yrz + yze + yze — yrz — zey + xzy = 0.

Exemplo 2.9. Definamos em sl(2,R) = {X € gl(2,R) tal que trX = 0} o colchete de Lie como [W, Z] =
WZ — ZW para qualqguer W, Z € sl(2,R). Tomemos os sequintes elementos em sl(2,R)
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Como
ar b ay by ay by ar b
(W, Z) = — .
1 —a1 Co  —a2 C2  —a2 1 —ai
ag bg al bl aq b1 ag bg
= - - =-[Z, W],
Co  —a2 1 —a1 1 —ai C2  —a2
como
a1 + as by + ba a3 b3
W +2,T) = .
e+ —(a1+a2) c3 —as
as bs3 a1 + as by + by
C3 —as c1 + Cco 7(0,1 + CLQ)
a1 bl ag b2 as b3
= +
1 —ai Co  —as2 C3 —as
az bz ar b az by
— +
C3 —as 1 —ai C2  —a3
ar b az b az by az b3
= +
C1 —aq C3 —as Co —Qa9 C3 —as
a3 b3 ap by a3 b3 ay by
- - =W, T]+[2,T]
C3 —as c1 —a C3 —as Coy —ag

e como satisfaz a identidade de Jacobi (exercicio) temos que sl(2,R), com este colchete, é uma dlgebra

de Lie.
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