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Introducao

Neste presente texto, vamos dar uma perspectiva pessoal sobre as demonstracoes. Quantas
vezes nos deparamos com a seguinte pergunta, “professor precisa demonstrar?” a resposta
é sim, precisa demonstrar, nesse sentido este minicurso vem com o intuito de podermos
conversar sobre demonstracao sem o peso de ter que fazer aquela demonstragao para
conseguir uma nota, e com isso podermos discutir tirarmos algumas duvidas. Além da
visao pessoal de como demonstrar, Trabalhamos com algumas formas de demonstrar o seu
formalismo e como escrever cada uma delas. Faz-se necessario ressaltar que para um bom
entendimento e uma boa escrita de demonstracao precisamos ler e fazer demonstracoes

para ganharmos experiéncia.
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Capitulo 1

Preliminares

Nesta secao vamos relembrar alguns conceitos de logica, como proposicao, condicional,

bicondicional, implicacao, equivaléncia e argumento.

Observacao 1.1. Antes de iniciarmos vamos fazer uma pequena redacao respondendo
pelo menos as sequintes perguntas:

1) O que é uma demonstragao para mim.

2) Eu consigo demonstrar?

3) Quais sao as minhas dificuldades?

4) O que eu gostaria de ouvir neste minicurso?

Definicao 1.2. Proposicao é uma sentenca declarativa, afirmativa e que deve exprimir um
pensamento de sentido completo, podendo ser escrita na forma simbolica ou na linguagem

usual.
Exemplo 1.3. a) v/3 <2
b) 2 é um ndmero impar

O valor légico da proposicao e a verdade se a proposicao for verdadeira, e a falsidade
se a proposicao for falsa.

Podemos construir novas proposicoes juntando duas ou mais proposicao, as palavras
que ligam estas proposigoes sao chamadas de conectivos, 0s conectivos mais utilizados na

[T

Matematica sdo: “e” (A), “ou” (V), “se... entdao ...” (=) e 0 “se e somente se” (+).
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Definicao 1.4. Sejam p e q proposicoes, as tabelas verdades dos conectivos sao:

Pl qg|pAg

pl~p viv] V

F || VIF| F

F| V||F|V| F

F|F| F
plqg|pVqgllp|qg|p—=>q||lP|q|Psg
viv,|i V vivi VvV viv|i Vv
VIF| V VIF| F VIF| F
F\V VvV |F|V] V F|V| F
F|F| F ||F|F| V F|F| V

Definicao 1.5. Dizemos que uma proposicao p implica logicamente q se a tabela-verdade

de p — q € uma tautologia, ou seja, sua tabela-verdade é sempre verdadeira

Definicao 1.6. Dizemos que uma proposicao p € equivalente a q se a tabela-verdade de

p <> q € uma tautologia, ou seja, sua tabela-verdade é sempre verdadeira

Observacao 1.7. Vamos listar algumas equivaléncia importantes que vamos utilizar no

decorrer do nosso texto:

~(pANge~pVge ~(pVq) S~pAg

Leis de Morgan.

P—=q<=~q—=p

Contra-positiva.

p—=>qg&=pAg—c

Reducao ao absurdo.

ssssssssssssssssssssssssssssssssssssss
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Definicao 1.8. Sejam Hy, Hs, ..., H, e T, proposicoes quaisquer, diremos que um arqu-

mento € valido se a condicional

for uma implicacao.

A validade de um argumento é obtida através da utilizacao das regras de implica-
cao e de equivaléncia ou de outros resultados previamente estabelecidos chamamos de

demonstracao a todo este processo que permite concluir a validade do argumento.




Capitulo 2

Demonstracoes

Como vimos no fim do secao anterior as demonstracoes sao usadas para garantir a ve-
racidade de um resultado. Nem sempre mostrar a validade de um resultado é rapido,
por exemplo o dltimo Teorema de Fermat demorou mais de 300 anos para conseguir ser
demonstrado, ou simples, como por exemplo a prova de que “Todo grupo de ordem im-
par € soluvel” tem 255 paginas. As demonstragoes feitas nas disciplinas de graduacao
geralmente sao mais simples, mas estamos vivendo em uma época em que queremos tudo
muito rapido, e com isso nao queremos parar e pensar mais do que “um” minuto para
fazer uma demonstracdo. As demonstracoes precisam de um pouco de dedicacao.

Um problema que enfrentamos geralmente é o seguinte:

Quando um aluno fala “professor nao consigo demonstrar”, geralmente perguntamos
onde vocé parou? E as vezes a resposta é “nao consigo nem comecar”, como comecar a
demonstracao?

Primeiramente precisamos organizar nossas ideias, para isso algumas perguntas podem

nos ajudar.
1) Para que demonstrar?

Demonstramos para verificar a validade da afirmacao, para aprender e para convencer

quem ler a nossa demonstracao de que o resultado é valido.

2) O que quero demonstrar?


larissavieira
Realce
por exemplo, 

larissavieira
Realce
páginas

larissavieira
Realce
válido


ITI Semana da Matematica da UTFPR - Toledo
a'[ A matematica e seus caminhos: vencendo limites
< UTrer Toledo, 04 a 08 de maio de 2015

mfe"”

Saber qual € a afirmagao € um importante passo para comecarmos G Pensar.

3) O que temos de hipoteses?

Outra coisa tmportante € saber identificar as hipoteses do enunciado.
4) Quais sao os resultados que posso utilizar?

Tente identificar todos os resultados jd vistos e que possam te auxiliar.

Pensando na primeira pergunta, vamos supor que temos o seguinte problema. “En-
contre um ntmero natural de dois algarismos que somado com o nimero formado pelo
mesmos algarismos em ordem contraria resulta em um quadrado perfeito.” E Claro que
podemos ter respostas instantaneas, por exemplo 29, mais surgem as perguntas, temos
somente um nimero? Se temos mais quais sao? Como neste problema, fazer uma demons-
tracao permite responder com certeza algumas perguntas. Para fazermos a demonstragao,
além das perguntas, mais alguns cuidados tem que ser tomado, por exemplo, o que vocé
pensou € o que vocé esté escrevendo, chegou a conclusao. A demonstracao tem que ter
rigor, clareza, formalismo e organizacao, mas para obter essas coisas nao é necessario usar

palavras sofisticada, podemos usar palavras simples para fazer uma boa demonstracao.

2.1 Demonstracao direta

Nesta secao vamos fazer alguns exemplos de demonstragao direta.
Na demonstragao direta utilizamos diretamente as hip6teses do argumento

e as implicacoes se equivaléncias logicas que temos disponiveis

2

Proposicao 2.1. Se n é um niumero par, entao n° € um numero par.

Antes de comecarmos a demonstragao vamos responder as perguntas feitas anterior-

mente.
1) Para que demonstrar?

Vamos verificar se a afirmacao € realmente verdadeira.

UNVERSIDADE TEGNOLOGICA FEDERAL DO PARANA
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2) O que quero demonstrar?
Quero demonstrar que n® é par.
3) O que temos de hipoteses?
n € um numero par.
4) Quais sao os resultados que posso utilizar?

Podemos utilizar operacoes com numeros inteiros e a definicao de que um nuimero €

par se ele é da forma 2.k, onde k € Z.

Demonstragao: Se n é um nimero par, entao existe um numero k; € Z tal que,
n = 2.k;. Assim n? = (2.k))? = 22.k? = 4.k? = 2(2.k?) como 2.k? € 7Z, fazendo k = 2.k,

temos que, n? = 2.k o que prova que n? é par. O

Exercicio 1. Fize trés algarismos distintos e diferente de zero. Forme os seis nimeros
com dois algarismos distintos tomado dentre os algarismos firados. Mostre que a soma

desses numeros € igual a 22 vezes a soma dos trés algarismos fixados.
Exercicio 2. Qual nimero é maior: 31'* ou 1772

Exercicio 3. Mostre que se a> —a =0, entdoa=1 oua=0

2.2 Demonstracao indireta

Nesta secao vamos fazer algumas demonstragoes da forma indireta.

Se temos uma argumento
HiNHyN...NH, =T

valido, podemos usar a equivaléncia p — ¢ < p A ¢ — c onde ¢ é uma contradicao, e

reescrever o argumento da seguinte maneira

HANHAN.. N\HAN~T —c.
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Na demonstragao indireta utilizamos as hipéteses do argumento com a adi-
cao da negacao da tese e as implicagoes se equivaléncias légicas que temos

disponiveis

2

Exercicio 4. Se n® € par, entdao n € par.

Demonstragao: Suponhamos por absurdo que n é impar, assim n = 2k+1 onde k € 7Z,
logo n? = (2k+1)? = 4k?> +4k+1 = 2(2K?+2K) + 1 ¢ impar, o que é um absurdo. Logo

n é par. O

Exercicio 5. Mostre que V2 é um nimero irracional.

Demonstracdo: Suponhamos por absurdo que v/2 € Q, isto &, existem p,q € Z com
mde(p,q) = 1 e b_ V2, ou seja, p*> = 2¢%. Ora se p for fmpar, p = 2k + 1, entdo
pP=02k+1)*= 4ql€2 +4k+1=2(2K?+2K) + 1 que ¢ impar, mas 2¢* é par, o que é um
absurdo.

Se p for par, isto ¢, p = 2k, entdo p* = (2k)* = 4k* = 2¢%, ou seja ¢*> = 2K?. Logo q é

par, portanto mdc(p, q) > 2 o que é um absurdo. O

2.3 Demonstracao pela contra-positiva

Na demonstragao pela contra-positiva utilizamos a seguinte equivaléncia
pP—=q=~q—p

Exercicio 6. Mostre que n? é impar, entdo n € impar.

Observe que sair do fato de que n? é impar pode ser um pouco complicado.

Demonstragao: Vomos fazer a demonstracao pela contra-positiva. Suponhamos que n
nao seja impar, ou seja, n é par, assim n = 2k, logo n? = (2k)? = 4K? = 2(2k?) portanto

n? é par. Isto prova nosso resultado. O

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA
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2.4 Inducao Matematica

Vamos descrever um método para demonstracoes chamado de inducao.

Teorema 2.2. Seja p(n) uma sentenca aberta definida em um subconjunto dos inteiros

maiores ou iguais a um elemento dado a. Suponhamos que se consiga provar o sequinte:
a) p(a) € verdadeira;
b) Ser >a ep(r) é verdadeira , entdo p(r + 1) também € verdadeira.

Entao p(n) é verdadeira para todo n > a.

1
Exemplo 2.3. Prove que1—|—2—|—3—|—4—|—~-—|—n:n(nT+)pangl;

Sempre temos que ter em mente as nossas perguntas, aqui o que queremos demonstrar

1
é1+2434+44+---+n= w, 0 que isso significa? querendo provar que a soma
1
dos m ntimeros positivos ¢é igual a nn + ).Vamos tentar entender melhor
1(1+1
p(l1) 1= @ -1
2
2(2+1
p(2) 1+2= (TJF) =3

Demonstragao: 1° Passo: provar a primeira proposicao.

1(1+1)
2

p(1) 1= = 1.

Logo p(1) é verdadeira. 2° Passo: Supor que para um certo r a proposi¢ao e verdadeira.

1
Suponhamos que parar > 1 1+243+4+---+r = T(T—H

(r+1)((r+1)+1)

. 32 Passo vamos mostrar que

14243444 -+ (r+1) =

. Defato, 14243+ 4+ - +r+(r+1) =

2 ~-
hip. de ind.
r(r+1) hr4l r(r+1)4+2(r+1) _ (r+1)(7°—|—2).
2 2 2
Portanto, pelo teorema anterior p(n) é verdadeira para todo n > 1 O

O plano geral para provar usando inducao seria:

i) Entenda o que vocé quer provar, qual é a afirmagao p(n) o que ela significa;

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA
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ii) Prove o primeiro caso. (1° Passo);

iii) Suponha que para um certo r a proposicao e verdadeira. Esse é o chamado passo de

indugao.( 2° Passo);

iv) Prove que para o caso r + 1 a proposi¢ao também é verdadeira. Para provar vocé iréa

utilizar o segundo passo.

Exercicio 7. Demonstre por inducao as sequintes proposi¢oes envolvendo nimeros natu-

rais.
3n — 1
a) 1+4+7+10+---+(3n—2):%
‘ ; ni(n+1)2
b) 11”+23+?£”+45+---+n5:n(n4+ )

¢)24+4+64+8+---+2n=n(n+1)

3t —1

d) 3°+3"+32 433+ 43" = 5

Exercicio 8. Mostre usando inducio que se a é um nimero natural, entdo 3|a® — a.

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA
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Capitulo 3

Alguns Exercicios para demonstracoes

Neste capitulo sao dados alguns exercicios para demonstrar utilizando apenas poucas

definicoes e resultados especificos.
Exercicio 9. Se d |(b+a) oud|(b—a), ed|a, entdo d|b.
Observacao 3.1. Dizemos que a | b se b = ka para algum inteiro k.

Exercicio 10. Sejam a, b nimeros inteiros e p um nimero primo. Se plab, entdo p | a

ou p | b.
Exercicio 11. Sejam p1, pa, ..., p, primos distintos.
Mostre que p1.ps. -+ .p, + 1 nao € divisivel por nenhum desses primos.

Exercicio 12. Suponha que n seja um niumero inteiro divisivel por a e b. Sabendo que

mdc(a,b) = 1, mostre que n é divisivel por a.b.

Vamos precisar das propriedades de niimeros inteiros e das seguintes desilgualdades.

Dado trés pontos arbitrario A, B e C no plano, temos que AB + BC > AC e a igual-

dade é valida se e somente se o ponto B pertence ao segmento AC.

Em um triangulo, o maior entre dois lados quaisquer é o lado oposto ao angulo maior.
Exercicio 13. Prove que, se AB = AC, entdo os dngulos ABC e ACB sao iguais.

13
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Exercicio 14. Se ABCD ¢ um quadrildtero convezo tal que AB+ BD < AC+CD.Prove
que AB < AC

Obrigado a todos

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA
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