Aplicacdes: Utilizando geometria plana e espacial
na interpretacao da resolucao de problemas

Prof. Gilberto Souto

Toledo, 06 de maio de 2015

e UTrer

Prof. Gilberto Souto Aplicag Ges: Utilizando geometria plana e espacial na interpretac ao



Sumario

Q Questionamentos sobre a Matematica
@ Questdes de Alunos
@ Curiosidades onde se aplica a Matematica

& UTrer

Prof. Gilberto Souto Aplicag Ges: Utilizando geometria plana e espacial na interpretac ao



Sumario

Q Questionamentos sobre a Matematica
@ Questdes de Alunos
@ Curiosidades onde se aplica a Matematica

e Problema: Contratagdo de pessoal em uma agéncia de correios
@ O Problema
@ Pioneiros da Programacao Matematica

& UTrer

Prof. Gilberto Souto Aplicag Ges: Utilizando geometria plana e espacial na interpretac ao



Sumario

Q Questionamentos sobre a Matematica
@ Questdes de Alunos
@ Curiosidades onde se aplica a Matematica

e Problema: Contratagdo de pessoal em uma agéncia de correios
@ O Problema
@ Pioneiros da Programacao Matematica

e Visualizagéo de Poliedros
@ Poliedro
@ Representacao de poliedros

& UTrer

Prof. Gilberto Souto Aplicag Ges: Utilizando geometria plana e espacial na interpretac ao



Sumario

Q Questionamentos sobre a Matematica
@ Questdes de Alunos
@ Curiosidades onde se aplica a Matematica

e Problema: Contratagdo de pessoal em uma agéncia de correios
@ O Problema
@ Pioneiros da Programacao Matematica

e Visualizagéo de Poliedros
@ Poliedro
@ Representacao de poliedros

@ Resolucédo do Problema
@ Formulacdo do Problema
@ Visualizacao de poliedros em algoritmos

@ @ Solugéo do Problema UTrer

Prof. Gilberto Souto Aplicag Ges: Utilizando geometria plana e espacial na interpretac ao



Questionamentos sobre a Matem  atica
Quest des de Alunos
Curiosidades onde se aplica a Matem atica

Questdes de Alunos

Perguntas feitas por alunos em diversos niveis do modelo educacional
brasileiro que possui como area basica a Matematica:

© O que é, para que serve e onde se aplica a Matematica?

@ UTrer
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Questionamentos sobre a Matem  atica
Quest des de Alunos
Curiosidades onde se aplica a Matem  atica

Curiosidades onde se aplica a Matematica

Aplicacoes

@ A Matematica no tratamento de imagens;

Torres de transmissao;

Aplicacdes na Quimica;

)

)

@ Trajetoria de um projétil;

@ Processos de tomada de decisao;
)

Cantada utilizando algebra linear.
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Problema: Contratag &o de pessoal em uma ag éncia de correios O Problema

Pioneiros da Programag &o Matem atica

O Problema

Contratagao de pessoal em uma agéncia de correios

Uma agéncia de correios emprega um nimero diferente de trabalha-
dores em cada dia da semana:

dom | seg | ter | qua | qui | sex | sab
Trabalhadores 11 17 | 13 | 15 19 | 14 16

O acordo sindical obriga cada empregado trabalhar 5 dias consecuti-
vos e apos tenha 2 dias de folga seguidos. Pretende-se saber qual o
namero minimo de trabalhadores que devem ser contratados para que
satisfaca as necessidades diarias da agéncia de correios?

-
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Problema: Contratag &o de pessoal em uma ag éncia de correios O Problema
Pioneiros da Programag &o Matem atica

O Problema

O que é necessario para resolver este problema?

© Programagéo Linear Inteira — PLI;

@ Calculo de varias variaveis;
@ Algebra linear;
© Programacéo — algoritmos;

@ Interpretacio e visualizagdo geomeétrica.
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Problema: Contratag &o de pessoal em uma ag éncia de correios O Problema
Pioneiros da Programag¢ &o Matem atica

Pioneiros da Programacao Matematica

Figura: Cauchy (1789-1857)

minimizar f(x)
sujeitoa x € €
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Problema: Contratag &o de pessoal em uma ag éncia de correios O Problema
Pioneiros da Programag¢ &o Matem atica

Pioneiros da Programacao Matematica

Figura: Cauchy (1789-1857)

minimizar f(x)
sujeitoa x € €
@ f(x) funcdo linear;

@ @ 2 uma bola. UTrer
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Pioneiros da Programacao Matematica
Problema de Cauchy
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Pioneiros da Programacao Matematica
Problema de Cauchy

uf
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Problema: Contratag &o de pessoal em uma ag éncia de correios O Problema
Pioneiros da Programag¢ &o Matem atica

Problemas de Otimizacao

minimizar f(x)
sujeitoa x €

@)
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Problema: Contratag &o de pessoal em uma ag éncia de correios O Problema
Pioneiros da Programag¢ &o Matem atica

Problemas de Otimizacao

minimizar f(x)
sujeitoa x €

@)

@ Programag &o Linear: f(x) é linear e Q poliédrico;
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Problema: Contratag &o de pessoal em uma ag éncia de correios O Problema
Pioneiros da Programag¢ &o Matem atica

Problemas de Otimizacao

minimizar f(x) 1)
sujeitoa x €

@ Programag &o Linear: f(x) é linear e Q poliédrico;

@ Programag &o Inteira: €2 € um conjunto de pontos com
componentes inteiras, em geral €2 é definido por um poliedro e
f(x) é linear — PLI;
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Problema: Contratag &o de pessoal em uma ag éncia de correios O Problema
Pioneiros da Programag¢ &o Matem atica

Problemas de Otimizacao

minimizar f(x)
sujeitoa x €

@)

@ Programag &o Linear: f(x) é linear e Q poliédrico;

@ Programag &o Inteira: €2 € um conjunto de pontos com
componentes inteiras, em geral €2 é definido por um poliedro e
f(x) é linear — PLI;

@ Programag &o N&o Linear: f(x) continua e Q2 é definido por
equacdes e inequacoes;
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Problema: Contratag &o de pessoal em uma ag éncia de correios O Problema
Pioneiros da Programag¢ &o Matem atica

Problemas de Otimizacao

minimizar f(x)
sujeitoa x €

@)

@ Programag &o Linear: f(x) é linear e Q poliédrico;

@ Programag &o Inteira: €2 € um conjunto de pontos com
componentes inteiras, em geral €2 é definido por um poliedro e
f(x) é linear — PLI;

@ Programag &o N&o Linear: f(x) continua e Q2 é definido por
equacdes e inequacoes;

@ Otimizag &0 Combinat 6ria: €2 € um conjunto discreto, em geral
finito (mas muito grande). A Programacao Inteira é classificada

@ como um problema de Otimizacdo Combinatoria.
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Poliedro
Visualiza¢ &o de Poliedros Representa¢ o de poliedros

Poliedro

Definicdo (Convexidade)

Um conjunto 2 € R" é chamado conjunto convexo se para quaisquer
X,y €Qea€l0,1], tem-se

ox+(1—a)y € Q.

O ponto 0x + (1 —a)y, em que o € [0,1], & denominado a
combinacao convexa de x e y com parametro d.
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Poliedro
Visualiza¢ &o de Poliedros Representa¢ o de poliedros

Poliedro

Definicdo (Convexidade)

Um conjunto 2 € R" é chamado conjunto convexo se para quaisquer
X,y €Qea€l0,1], tem-se

ox+(1—a)y € Q.

O ponto 0x + (1 —a)y, em que o € [0,1], & denominado a
combinacao convexa de x e y com parametro d.

| \

Definicao (Envoltoria Convexa)

Envoltoria convexa de um conjunto 2 € R" é o menor conjunto
convexo que o contém.

& UTrer
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Poliedro
Visualiza¢ &o de Poliedros Representa¢ &@o de poliedros

Poliedro

Definicao (Politopo)

Um politopo € uma envoltéria convexa de um conjunto finito de pontos
em R".

& UTrer
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Poliedro
Visualiza¢ &o de Poliedros Representa¢ &@o de poliedros

Poliedro

Definicao (Politopo)

Um politopo € uma envoltéria convexa de um conjunto finito de pontos

em R".
Pse
P4
pr
. P3
P2
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Poliedro
Visualiza¢ &o de Poliedros Representa¢ &@o de poliedros

Poliedro

Definicao (Politopo)

Um politopo € uma envoltéria convexa de um conjunto finito de pontos

em R".
Pse Ps
P4 Pa
pr py
. P3 P3
P2 p2
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Poliedro
Visualiza¢ &o de Poliedros Representa¢ o de poliedros

Poliedro

Definicao (Hiperplano)

Um hiperplano em R" & uma variedade linear de dimensdo n—1. E
caracterizado pela equag@o p'x =, em que p € R" & a normal do
hiperplano e d € R.

& UTrer
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Poliedro
Visualiza¢ &o de Poliedros Representa¢ &@o de poliedros

Poliedro

Definicdo (Semi-espagos)

Um hiperplano p"x = & divide o R" em um semi-espago fechado
p'x < de um semi-espaco aberto p' x > d.

& UTrer
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Poliedro
Visualiza¢ &o de Poliedros Representa¢ o de poliedros

Poliedro

Definicao (Poliedro)

Um conjunto P € R" & um poliedro se e somente se pode ser
representado como uma intersecc¢ao finita de semi-espagos fechados.

& UTrer
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Poliedro
Visualiza¢ &o de Poliedros Representa¢ o de poliedros

Poliedro

Teorema

Um conjunto P € R" & um politopo se e somente se é um poliedro
limitado.

P1
p2

P4 P3

@ Figura: Representacdo de um politopo e um poliedro limitado.

UTrer
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Poliedro
Visualiza¢ &o de Poliedros Representag &o de poliedros

Representacao de poliedros

Um poliedro P é representado por um sistema de desigualdades
definidas por semi-espacos

P={xeR"|p/x<&,i=1,...,m}.

O

Construindo a matriz AT = [p1 P2 -+ Pm]nxm €b=| : |, 0 poliedro

é descrito por

Ax < b.
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Poliedro
Visualiza¢ &o de Poliedros Representag &o de poliedros

Representacao de poliedros

@ Formato de desigualdades;

Ax <b

& UTrer
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Poliedro
Visualiza¢ &o de Poliedros Representag &o de poliedros

Representacao de poliedros

@ Formato de desigualdades;
Ax <b
@ Formato de desigualdades com variaveis ndo negativas
(Canbnico);

Ax <b
x>0

& UTrer
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Poliedro
Visualiza¢ &o de Poliedros Representag &o de poliedros

Representacao de poliedros

@ Formato de desigualdades;
Ax <b

@ Formato de desigualdades com variaveis ndo negativas
(Canbnico);
Ax <b
x>0

@ Formato de igualdades (Padrao).

Ax=Db
x>0
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Poliedro
Visualiza¢ &o de Poliedros Representag &o de poliedros

Hiperplano Suporte

Definicao (Hiperplano Suporte)

Se o hiperplano separador “toca” em €, isto &, se p' X = & para algum
X € 09, entdo p'X = & & um suporte de Q.

Xi

& UTrer
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Poliedro
Visualiza¢ &o de Poliedros Representag &o de poliedros

Definicao (Face de um poliedro)

Considere o poliedro P C R". Um conjunto F C P é uma face de P
se,esomente se F =0ouF =P ouF =PNS,emque S éum
suporte de P.

& UTrer
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Poliedro
Visualiza¢ &o de Poliedros Representag &o de poliedros

Definicao (Face de um poliedro)

Considere o poliedro P C R". Um conjunto F C P é uma face de P
se,esomente se F =0ouF =P ouF =PNS,emque S éum
suporte de P.

Nomeclatura: Considere um poliedro de dimenséo q.
@ Faces improprias: todo o poliedro e o conjunto vazio;

& UTrer
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Poliedro
Visualiza¢ &o de Poliedros Representag &o de poliedros

Definicao (Face de um poliedro)

Considere o poliedro P C R". Um conjunto F C P é uma face de P
se,esomente se F =0ouF =P ouF =PNS,emque S éum
suporte de P.

Nomeclatura: Considere um poliedro de dimenséo q.
@ Faces improprias: todo o poliedro e o conjunto vazio;
@ Faces proprias: faces com dimensao 0,1,...,q —1;

& UTrer
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Poliedro
Visualiza¢ &o de Poliedros Representag &o de poliedros

Definicao (Face de um poliedro)

Considere o poliedro P C R". Um conjunto F C P é uma face de P
se,esomente se F =0ouF =P ouF =PNS,emque S éum
suporte de P.

Nomeclatura: Considere um poliedro de dimenséo q.
@ Faces improprias: todo o poliedro e o conjunto vazio;
@ Faces proprias: faces com dimensao 0,1,...,q —1;
@ Faceta: face de dimenséo q — 1;

& UTrer
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Poliedro
Visualiza¢ &o de Poliedros Representag &o de poliedros

Definicao (Face de um poliedro)

Considere o poliedro P C R". Um conjunto F C P é uma face de P
se,esomente se F =0ouF =P ouF =PNS,emque S éum
suporte de P.

Nomeclatura: Considere um poliedro de dimenséo q.
@ Faces improprias: todo o poliedro e o conjunto vazio;
@ Faces proprias: faces com dimensao 0,1,...,q —1;
@ Faceta: face de dimenséo q — 1;
@ Veértice: face de dimenséao zero;

& UTrer
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Poliedro
Visualiza¢ &o de Poliedros Representag &o de poliedros

Definicao (Face de um poliedro)

Considere o poliedro P C R". Um conjunto F C P é uma face de P
se,esomente se F =0ouF =P ouF =PNS,emque S éum
suporte de P.

Nomeclatura: Considere um poliedro de dimenséo q.
Faces improprias: todo o poliedro e o conjunto vazio;
Faces proprias: faces com dimensao 0,1,...,q —1;

)
)

@ Faceta: face de dimenséo q — 1;
@ Veértice: face de dimenséao zero;
)

Aresta: face de dimensao 1.

& UTrer
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Poliedro
Visualiza¢ &o de Poliedros Representag &o de poliedros

Visualizac¢ao de poliedros

Figura: Clovis C. Gonzaga

& UTrer
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Poliedro
Visualiza¢ &o de Poliedros Representag &o de poliedros

Visualizac¢ao de poliedros

Formato Canonico

& UTrer
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Poliedro
Visualiza¢ &o de Poliedros Representag &o de poliedros

Visualizac¢ao de poliedros

Sistema linear com desgualdades

x+y <1
—x <0
-y <0

o P

|
SN
|
NS
N
< x
N—
IN
o

& UTrer
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Formulag &o do Problema
ao de poliedros em algoritmos
Solug &o do Problema

Resolug ao do Problema

Resolucéo do Problema de Programacéo Linear

Otimizag¢éo Restrita — PL — Formato Padréo

(P) minimizar c¢'x
sujeitoa Ax=Db
x>0

emquec e R", beRMe Ac R™"

& UTrer
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Formulag &o do Problema
Visualiza¢ &o de poliedros em algoritmos

~ Solug o do Problema
Resolug ao do Problema Y&

Resolucéo do Problema

Teorema (Conjunto Solucao)

Seja Qo conjunto de solugdes 6timas do problema

minimizar p' x
sujeitoa x € 2.

O hiperplano —p"x = & & um suporte de Q se e somente se Qe
interseccao de 2 com o hiperplano.

Q)

. ),
& ’ UTrer
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Formulag &o do Problema
Visualiza¢ &o de poliedros em algoritmos

Resolug ao do Problema

Método Simplex

Teste da Razao

_Dados X € ]R”+ e h € R", o teste da razdo se resume em encontrar
A € R, tal que _
A =sup{A | x+Ah >0}

ou

A= min{—% | hy <0}.
i

& UTrer
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Formulag &o do Problema
Visualiza¢ &o de poliedros em algoritmos

~ Solug o do Problema
Resolug ao do Problema Y&

Método Simplex

Solugdo Basica Viavel

Chamamos de solugdo basica viavel ao par (x,), emque x € R" e
BcC{1,...,m}, com

Ag : base de R":

Xg > 0;
xy =0, emque, N ={1,...,.m}\B;
Ax =Db.

& UTrer
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Formulag &o do Problema
Visualiza¢ &o de poliedros em algoritmos

~ lu¢ &o do Problema
Resolug ao do Problema :

Método Simplex

@ Se (x,PB) é solucéo basica viavel, entdo x & um vértice.

& UTrer
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Formulag &o do Problema
oliedros em algoritmos

Resolug ao do Problema

Método Simplex

@ Se (x,PB) é solucéo basica viavel, entdo x & um vértice.

@ Se x é vértice do poliedro, entdo existem um ou mais conjuntos
BcC{1,...,n}, tal que (x,B) é solucdo basica viavel.

& UTrer
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Formulag &o do Problema
Visualiza¢ &o de poliedros em algoritmos

~ Solug o do Problema
Resolug ao do Problema Y&

Método Simplex

Geometria

Geometricamente, o método simplex determina a direcdo a partir do
vértice x¥ dado, escolhendo entre as arestas (faces de dimens&o 1)
adjacentes ao vértices x¥ e que leva a reducao do custo. Caso exista
tal aresta, o0 método desloca-se sobre ela (teste da razao) até
encontrar o proximo vértice x“T1. Repetindo este processo até obter
uma solucao 6tima, ou determinar que o problema é ilimitado.

Algebra

Algebricamente, 0 método simplex salta de base em base.

& UTrer
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Formula¢ &o do Problema
Visualiza¢ &o de poliedros em algoritmos

~ Solug o do Problema
Resolug ao do Problema :

Visualizacdo de poliedros em algoritmos

Solution

Seluton

Figura: Método Simplex no R?

& UTrer
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Formula¢ &o do Problema
Visualiza¢ &o de poliedros em algoritmos

Solug o do Problema

Resolug ao do Problema

Visualizacdo de poliedros em algoritmos

Solution

' 7 7 7
UTrer

Figura: Método Simplex no R3

Aplicag Ges: Utilizando geometria plana e espacial na interpretac ao

Prof. Gilberto Souto




Formula¢ &o do Problema
Visualiza¢ &o de poliedros em algoritmos

~ Solug o do Problema
Resolug ao do Problema :

Visualizacdo de poliedros em algoritmos

@ Branch-and-Bound - PLI;

Otimizag¢éo Restrita — PLI

(P) minimizar c"x
sujeitoa Ax<bh
x>0
X €7

emqueceR", becRM"e Ac R™"

& UTrer
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Formula¢ &o do Problema
Visualiza¢ &o de poliedros em algoritmos
Solug o do Problema

Resolug ao do Problema

Visualizacdo de poliedros em algoritmos

Solution Solution

Figura: Branch and Bound no R?

Solution

UTrer

Prof. Gilberto Souto Aplicag Ges: Utilizando geometria plana e espacial na interpretac ao



Formula¢ &o do Problema
Visualiza¢ &o de poliedros em algoritmos
Solug &o do Problema

Resolug &o do Problema

Visualizacdo de poliedros em algoritmos

Figura: Branch and Bound no R3
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Formulac &o do Problema
Visualiza¢ &o de poliedros em algoritmos
Solug o do Problema

Resolug ao do Problema

Formulacdo do Problema de PLI

Contratagao de pessoal em uma agéncia de correios

Uma agéncia de correios emprega um nimero diferente de trabalha-
dores em cada dia da semana:

dom | seg | ter | qua | qui | sex | sab
Trabalhadores 11 17 | 13 | 15 19 | 14 16

O acordo sindical obriga cada empregado trabalhar 5 dias consecuti-
vos e apos tenha 2 dias de folga seguidos. Pretende-se saber qual o
namero minimo de trabalhadores que devem ser contratados para que
satisfaca as necessidades diarias da agéncia de correios?

-
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Formula¢ &o do Problema
Visualiza¢ &o de poliedros em algoritmos
Solug o do Problema

Resolug ao do Problema

Formulacéo do Problema

Otimizacao Restrita — PLI

(P) minimizar c"x
sujeitoa Ax<bh
x>0
X EZ

emquec eR", beRM"e Ac R™"

Definicdo — Variaveis de decisao
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Formulac &o do Problema
Visualiza¢ &o de poliedros em algoritmos

x Solug o do Problema
Resolug ao do Problema Y&

Formulacéo do Problema

Otimizag¢éo Restrita — PLI

(P) minimizar c"x
sujeitoa Ax<bh
x>0
X €7

emqueceR", becRMe Ac R™"

Definicao — Variaveis de decisao

@ X = nimero de pessoas que comecam a trabalhar no dia da semanai;
x1 = nOlmero de pessoas que comegcam a trabalhar no domingo;
X2 = nlmero de pessoas que comecam a trabalhar na segunda;

X7 = nlmero de pessoas que comec¢am a trabalhar no sabado
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do Problema
o de poliedros em algoritmos
Solug &o do Problema

Resolug ao do Problema

Formulacdo do Problema

Otimizacao Restrita — PLI

(P) minimizar ¥/, x;
sujeitoa Ax<b
x>0

XEZL
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Formula¢ &o do Problema
Visualiza¢ &o de poliedros em algoritmos
Solug &o do Problema

Resolug ao do Problema

Formulacéo do Problema

Formulacao Matricial do Poliedro

-1 0 0o -1 -1 -1 -1 X1 —-11
-1 -1 0 0O -1 -1 -1 X2 —17
-1 -1 -1 O o -1 -1 X3 —13
-1 -1 -1 -1 O 0o -1 Xa | < —15
-1 -1 -1 -1 -1 O 0 X5 —19
o -1 -1 -1 -1 -1 O X6 —14
0 o -1 -1 -1 -1 -1 X7 —16
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Formula¢ &o do Problema
Visualiza¢ &o de poliedros em algoritmos

Resolug ao do Problema Sl o Piiaig

Solucao do Problema utilizando “simplex”

Formulacao Matricial do Poliedro

5.0000
1.3333
3.3333
2.0000
7.3333
0
3.3333

X
Il
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Formula¢ &o do Problema
Visualiza¢ &o de poliedros em algoritmos

Resolug ao do Problema Sl o Piiaig

Solucéo do Problema utilizando “branch and bound”

Formulacao Matricial do Poliedro

X
Il
N NN RO R
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Formula¢ &o do Problema
Visualiza¢ ao de poliedros em algoritmos

Resolug &o do Problema SHpED A PR

Questdes

@ O que é Matematica para vocé?
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do Problema
ao de poliedros em algoritmos

Resolug &o do Problema SHpED A PR

Questdes

@ O que é Matematica para vocé?

@ Para que serve a Matematica e onde se aplica?
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Formula¢ &o do Problema
Vis > poliedros em algoritmos

Resolug &o do Problema SHpED A PR

Questdes

@ O que é Matematica para vocé?
@ Para que serve a Matematica e onde se aplica?

@ Como abordar no ensino fundamental, ensino médio e
universitario as aplicagdes com base na Matematica?
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Formula¢ &o do Problema
Visualiza¢ ao de poliedros em algoritmos

Solug &o do Problema

Resolug &o do Problema

OBRIGADOQO!

souto@utfpr.edu.br
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