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O problema

Um problema de otimizacdo continua, na sua forma mais geral,
pode ser definido como

minimizar f(x) (1)

sujeito a x € Q

onde a func3o objetivo f : R" — R é continua em R", x € R”
sdo as varidveis de decisdo e Q C R"” é o conjunto das restricGes.
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Como resolver

Método <> Receita de Bolo )

o (w1 =
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Como resolver
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Como resolver
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Como resolver

"0 que eu devo fazer?"
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Como resolver
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Como resolver

"Quanto caminho ?"
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Como resolver

"Ate aqui?"

o (w1 =
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Como resolver

"Ate aqui?"
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Como resolver
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Modelos Matematicos de Otimizacao

Modelo
Um modelo é uma representacdo de um sistema real.
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Modelos Matematicos de Otimizacao

Em um modelo matematico para um problema de otimizac3do, sdo
incluidos trés elementos principais:

» Funcao objetivo;
» Varidveis de decisao;

» Restricdes.

[m] =P = =
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Areas

v

Programacao Linear

v

Programacao Inteira

v

Programagdo Quadratica

v

Programacdo Convexa

v

Programac3do Nao Linear

o (w1 =
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Modelos de PL

Um modelo de PL é um modelo matematico de otimizagdo no qual
a funcdo que define o objetivo a ser otimizado e as fun¢bes que
definem as restricdes sao todas lineares .

o (w1 =
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Producao de Fertilizantes

Exemplo 1

Uma empresa produz dois tipos de fertilizantes (H e L) a partir de
trés matérias-primas distintas que s3o utilizadas da seguinte forma:

Matéria-Prima  Quantidade em (kg) Disponibilidade
H L em kg
1 2 1 1500
2 1 1 1200
3 1 0 500
Venda (9$) 15 10

Quanto a empresa deverd produzir de cada fertilizante para
maximizar o ganho com suas vendas?

[m] =P = =
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Producao de Fertilizantes

Precisamos identificar
» Objetivo
» Varidveis de decisao

Parametros

v

> Restricdes

=} F = = 12N G4
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Producao de Fertilizantes

Varidveis de decisao )

» x; quantidade a ser produzida do fertilizante H (kg).
» xp quantidade a ser produzida do fertilizante L (kg).

Parametros )

»2,1,1,1, 1,0, 15 e 10.

[m] =P = =

D.R.Rossetto Otimizacdo - Modelos e Métodos



Producao de Fertilizantes

Restricoes )

» Disponibilidade de matéria-prima

matéria-prima 1:  2x3 + x» < 1500
matéria-prima 2:  x3 + x» < 1200
matéria-prima 3: x1 <500

> RestricGes de positividade: x; > 0ex; >0

[m] = = =
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Producao de Fertilizantes

Formulacdo do objetivo J

Maximizar o ganho com a de produtos: 15x; + 10x>

o (w1 =
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Producao de Fertilizantes

Maximizar f(x) = 15x; + 10x;

sujeito a  2x3 + 1xp <1500
x1 + x2 <1200
X1 S 500

X1, X2 Z 0

[m] =P = =
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Fabricacao de composto alimentar

Exemplo 2

Uma empresa fabrica um composto alimentar de baixa caloria a
partir de dois ingredientes basicos cuja composicdo nutricional é
apresentada na seguinte tabela:

Ingredientes unidades Custo
carb prot vit
1 7 2 1 0,60
2 5 4 2 045
Necessidades
minimas 8 15 3

Determinar a quantidade de cada ingrediente que resulte num
composto alimentar de custo minimo.

o (w1 =
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Fabricacao de composto alimentar

Precisamos identificar
» Objetivo
» Varidveis de decisao

» Parametros

> Restricdes

=} F = = 12N G4
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Fabricacao de composto alimentar

Varidveis de decisao )

> x1 quantidade utilizada do ingrediente 1.

> xp quantidade utilizada do ingrediente 2.

Parametros J

» 7:2:1;5:4;2:06e0,45.

[m] =P = =
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Fabricacao de composto alimentar

Restricoes J

» Requerimentos nutricionais minimos

carboidratos:  7x; +5x, > 8
proteinas: 2x1 +4xp > 15
vitaminas: 1xg +2x > 3

> RestricGes de positividade: x; > 0ex; >0

[m] =P = =
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Fabricacao de composto alimentar

Formulacdo do objetivo J

Minimizar o custo total de producdo: 0,6x; + 0,45x>

o (w1 =
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Fabricacao de composto alimentar

Minimizar f(x) = 0,6x1 + 0,45x;

sujeito a 7x1 +5x2 > 8
2x1 +4xp > 15
Ix1 +2x0 >3

X1, X2 Z 0

[m] =P = =
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Problemas com formulacoes equivalentes

@ Formulacio de dietas;
@ Fabricagio de tintas/racgdes;
© Obtencao de dleos lubrificantes;

@ Producio de ligas metilicas.

[m] =P = =
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Modelos de PL

Otimizar f(x) = caxi + cx2 + ...CaXn
(Min/Max)

sujeito @ ajixi + axe + -+ aipxp < by (ou >, 0u =)
ax1x1 + axnxo + -+ axs < b (ou >, 0u =)

amX1 + anpxe + -+ -+ appxn < by (Ou >, ou :)
X17X27"'5Xn20 (OUS)

[m] =P = =
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Modelos de PL

> Xxi,--- ,Xp Sa0 chamadas varidveis de decisao .

» Um vetor x que satisfaz todas as restricGes é chamado de
solucdo viavel .

» O conjunto de solucdes vidveis é chamado de conjunto vidvel
ou regiao viavel .

» Uma solugdo vidvel x* que minimiza (ou maximiza) a fun¢do
objetivo é chamada de solugdo étima do problema de
otimizacao.

o (w1 =
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Como resolver? J

o (w1 =

D.R.Rossetto Otimizacado - Modelos e Métodos




Parte Il - Método grafico |




Método Grafico

» Esbocar a regido vidvel definida pelas equagGes das restricoes;

» Analisar a funcio objetivo dentro da regido vidvel e
determinar onde ela é maxima ou minima.

o (w1 =
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Método Grafico

Producdo de Fertilizantes l

Maximizar f(x) = 15x; + 10x;

sujeito a 2x1 + 1xp < 1500
x1 + x2 <1200
x1 < 500
x1,x2 >0

o (w1 =
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Método Grafico

» Esbocar a regido vidvel definida pelas equagdes das restri¢des:

1500

2x1 + 1xp < 1500
x1 + x2 <1200
x1 <500

x1,xp >0 °

-100 0 100 200 300 400 500 600

Figura : x;,x >0

=] F
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Método Grafico

» Esbocar a regido vidvel definida pelas equagdes das restri¢des:

1500

2x1 + 1xp < 1500
x1 + xo < 1200
X1 < 500

x1,x2 > 0 °

1000

-100 0 100 200 300 400 500 600

Figura : x; = 500

o (w1 =
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Método Grafico

» Esbocar a regido vidvel definida pelas equagdes das restri¢des:

1500

2x1 + 1xp < 1500
x1 + xo < 1200
X1 < 500

X1,x2 >0 °

1000

-100 0 100 200 300 400 500 600

Figura : x; <500

o (w1 =
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Método Grafico

» Esbocar a regido vidvel definida pelas equagdes das restri¢des:

1500

2x1 + 1xp < 1500

X1 + X2 S 1200 \

X1 < 500
x1,x2 >0 °

-100 0 100 200 300 400 500 600

Figura : x; + xo = 1200

o (w1 =
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Método Grafico

» Esbocar a regido vidvel definida pelas equagdes das restri¢des:

1500

2x1 + 1xp < 1500

x1 + xo < 1200 \

X1 < 500

X1,x2 >0 °

-100 0 100 200 300 400 500 600

Figura : x; + x» < 1200

o (w1 =
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Método Grafico

» Esbocar a regido vidvel definida pelas equagdes das restri¢des:

1500

2x1 4+ 1xp < 1500
x1 + xo < 1200
X1 < 500

X1,x2 >0 °

1000

-100 0 100 200 300 400 500 600

Figura : 2x; + 1x, = 1500

[m] =P = =
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Método Grafico

» Esbocar a regido vidvel definida pelas equagdes das restri¢des:

1500

2x1 4+ 1xp < 1500
x1 + xo < 1200
X1 < 500

X1,x2 >0 °

1000

-100 0 100 200 300 400 500 600

Figura : 2x; + 1x, < 1500

o (w1 =
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Método Grafico

2000 2000

1500 1500

[/

1000 1000

-100 o 100 200 300 400 500 600 -100 o 100 200 300 400 500 600

Figura : Interseccoes Figura : Regido Vidvel

UTrer
o (w1 =
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Método Grafico

> Analisar a funcao objetivo dentro da regido vidvel e
determinar onde ela é maxima ou minima.

o (w1 =
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Método Grafico

> Analisar a funcao objetivo dentro da regido vidvel e
determinar onde ela é maxima ou minima.

Procuramos o maior valor para o niimero real c¢ tal que
15x; + 10x, = ¢,

e (x1,x2) pertenca ao conjunto viavel.

o (w1 =
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Método Grafico

Curva de nivel

Seja f: AC R? = R, o conjunto
CN(C) = {(X7y) €A | f(X17X2) = C}

é chamado de curva de nivel de f correspondente ao nivel c.

o (w1 =
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Método Grafico

Curva de nivel

Seja f: AC R? = R, o conjunto
CN(C) = {(X7y) €A | f(X17X2) = C}

é chamado de curva de nivel de f correspondente ao nivel c.

As curvas de nivel da fung3o objetivo s3o dadas por

Cc — ].5X1

R.
0 <€

Xo =
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Método Grafico

-100

=)

100 200 300 400 500 600

Figura : Regido Viavel

o (w1 =
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Método Grafico

h \‘ 1
o\\\

-100 [ 100 200 300 400 500 600

Figura : ¢ = 1000

[m] =P = =
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Método Grafico

;\s\\

! 1 1 1 L 1
-100 [ 100 200 300 400 500 600

Figura : ¢ = 5000

UTrer

[m] =P = =
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Método Grafico

1000

1000 ! 1 1 1 L 1
-100 [ 100 200 300 400 500 600

[/ ]

Figura : ¢ = 10000

[m] =P = =
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Método Grafico

e

1000

[/ ] ]

) &\\

1000 ! 1 1 1 L 1
-100 [ 100 200 300 400 500 600

Figura : ¢ = 15000

[m] =P = =

D.R.Rossetto Otimizacado - Modelos e Métodos



Método Grafico

2000
1500 \ 4
1000 4
500 J
o
500 L L L L L L
-100 0 100 200 300 400 500 600

Figura : Solucdo Otima

UTrer
o (w1 =
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Método Grafico

Figura : Solucdo Otima

A solugdo estd na interseccdo das retas:

2x1 +1xo = 1500
xi+x = 1200 UTrer

o (w1 =
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Método Grafico

Figura : Solucdo Otima

A solugdo estd na interseccdo das retas:

2xi + 1 = 1500 x* = (300,900)
X1 + X2 = 1200 f(X*) = 13500

[m] =P = =
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Método Grafico

Fabricacdo de composto alimentar l

Minimizar f(x) = 0,6x; + 0,45x;

sujeito a 7x1 +5x > 8
2x1 + 4xp > 15
Ix1 +2x0 >3

x1,x2 >0

o (w1 =
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Método Grafico

» Esbocar a regido vidvel definida pelas equagdes das restri¢des;

Tx1 +5x0 > 8 ’
2x1 +4xp > 15 :
Ix1+2x >3 '

x1,%x0 >0 .

Rl 0 1 2 3 4

Figura : x;,x >0

[m] =P = =
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Método Grafico

» Esbocar a regido vidvel definida pelas equagdes das restri¢des;

7x1+5x > 8

2x1 +4xp > 15
1xy +2x0 > 3 ‘ \

x1,x2 >0 °

2 0 2 4 6 8

Figura : 1x; +2x, =3

[m] =P = =
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Método Grafico

» Esbocar a regido vidvel definida pelas equagdes das restri¢des;

7x1 4+ 5x0 > 8

2x1 +4xp > 15
1xy +2x0 > 3 ‘ \

x1,x2 >0 °

2 0 2 4 6 8

Figura : 21x; +2x, > 3

[m] =P = =
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Método Grafico

» Esbocar a regido vidvel definida pelas equagdes das restri¢des;

7x1 +5xp > 8
2x1 +4xp > 15
Ix1+2x >3
x1,x0 >0 °

2 0 2 4 6 8

Figura : 2x; +4x, = 15

[m] =P = =
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Método Grafico

» Esbocar a regido vidvel definida pelas equagdes das restri¢des;

Tx1 +5x0 > 8
2x1 +4xp > 15
Ix1+2x >3

x1,x2 >0 °

2 0 2 4 6 8

Figura : 2x; +4x, > 15

[m] =P = =
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Método Grafico

» Esbocar a regido vidvel definida pelas equagdes das restri¢des;

7x1 4+ 5xp > 8

2x1 +4xp > 15
Ix1+2x >3 ‘ \

x1,x2 >0 °

2 0 2 4 6 8

Figura : 7x; +5x, = 8

[m] =P = =
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Método Grafico

» Esbocar a regido vidvel definida pelas equagdes das restri¢des;

7x1 4+ 5xp > 8

2x1 +4xp > 15
Ix1+2x >3 ‘ \

x1,x2 >0 °

2 0 2 4 6 8

Figura : 7x; +5x, > 8

[m] =P = =
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Método Grafico

Figura : Intersecgdes

o
D.R.Rossetto
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Método Grafico

> Analisar a funcao objetivo dentro da regido vidvel e
determinar onde ela é maxima ou minima.

o (w1 =
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Método Grafico

> Analisar a funcao objetivo dentro da regido vidvel e
determinar onde ela é maxima ou minima.

Procuramos o menor valor para o niimero real ¢ tal que
0,6x; + 0,45x = c,

e (x1,x2) pertenca ao conjunto viavel.

o (w1 =

D.R.Rossetto Otimizacdo - Modelos e Métodos



Método Grafico

Figura : Regido Viavel

D.R.Rossetto Otimizacado - Modelos e Métodos



Método Grafico

As curvas de nivel da funcao objetivo sdo dadas por

Cc — 0,6X1

R.
0,45 © €

X =

[m] =P = =
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Método Grafico

15

10

Figura: c =5
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Método Grafico

15
N
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2 0 2 4 6 8 10

Figura: c =4
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Método Grafico

10

5 \

ol

| \
. . . .
2 4 6 8 10

Figura: c =2

//

o (w1 =
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Método Grafico

2 o 2 a 6 8 10

Figura : Solucdo Otima

UTrer

o (w1 =
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Método Grafico

2 o 2 a 6 8 10

Figura : Solucdo Otima

A solugdo estd na interseccdo das retas:

X1 = 0
{M+%::w UTrer

o (w1 =
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Método Grafico

Figura : Solucdo Otima

A solugdo estd na interseccdo das retas:

X1 = 0 x* = (O, %5)
2x1 +4x = 15 f(X*) =1,6875
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Método Grafico

Exemplo 3

Minimizar f(x) = —4x; — 40xo

sujeito a —2x1 + x0 > —8
5x1 4+ 5x < 60
—4x1 +2x < 8
x1+2x > 6
x1,x2 >0

[m] =P = =
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Método Grafico

5x1 4+ bxp < 60 . <
—Ax1 +2x, < 8 ‘ 74
xX1+2x>6 ’
x1,x2 >0 '

2 o 2 4 B 8

Figura : Conjunto Viavel

=] F
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Método Grafico

Figura: c=0

o (w1 =
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Método Grafico

Figura : ¢ =-20

UTrer

[m] =P = =
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Método Grafico

Figura : ¢ = —100

[m] =P = =
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Método Grafico

Figura : ¢ = —300

[m] =P = =
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Método Grafico

2 o 2 4 6 8

Figura : Solucdo Otima

UTrer
o (w1 =
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Método Grafico

2 o 2 4 6 8

Figura : Solucdo Otima

A solugdo estd na interseccdo das retas:

5X1 + 5X2 = 60
—4x1+2x = 8

[m] =P = =
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Método Grafico

2 o 2 4 6 8

Figura : Solucdo Otima

A solugdo estd na interseccdo das retas:

551 +5x, = 60 x* = (
—4x1+2x = 8 f( ) = —384

=5 = =
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Método Grafico

@ Sempre é possivel resolver um PL pelo método grafico?

o (w1 =
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Método Grafico

@ Sempre é possivel resolver um PL pelo método grafico?

@ Como as solucdes forem encontradas?

o (w1 =
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Método Grafico

Perguntas

@ Sempre é possivel resolver um PL pelo método grafico?
@ Como as solucdes forem encontradas?

© E possivel ensinar Otimizacdao no ensino basico?

o (w1 =
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Parte |ll - Modelos classicos |
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O problema de Alocacao de Recursos

Exemplo 1

Um gerente estd executando o planejamento da producdo de 3
produtos em 4 mdaquinas. Todos os produtos podem ser fabricados
por todas as maquinas. Os custos unitdrios de producdo de cada
produto s3o apresentados na seguinte tabela:

Produto Maquina ($ / unidade)
1 2 3 4
1 4 4 5 7
2 6 7 5 6
3 12 10 8 11

[m] =P = =
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O problema de Alocacao de Recursos

Exemplo 1

Cada unidade de um produto requer uma quantidade fixa de horas
em cada maquina, de acordo com a tabela abaixo:

Produto Méaquina  (h/u) Demanda
1 2 3 4 (unidades)
1 0.3 0.25 0.2 0.2 4000
2 0.2 0.3 0.2 0.25 5000
3 0.8 0.6 0.6 0.5 3000
Disponibilidade
(horas) 1500 1200 1500 2000

Deseja-se minimizar o custo total de producao.

D.R.Rossetto Otimizacdo - Modelos e Métodos
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O problema de Alocacao de Recursos

Precisamos identificar
» Objetivo
» Varidveis de decisao

Parametros

v

> Restricdes

=} F = = 12N G4

D.R.Rossetto Otimizacdo - Modelos e Métodos




O problema de Alocacao de Recursos

Varidveis de decisao )

O Xx; unidades de produto i produzido pela maquina j.

Neste caso devem assumir apenas valores inteiros n3o-negativos.

Parametros J

[m] =P = =
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O problema de Alocacao de Recursos

Restricoes: demanda do produto J

Produto 1:  x11 + x32 + x13 + x14 > 4000
Produto 2:  x21 + Xx22 + x23 + x24 > 5000
Produto 3:  x31 + x32 + x33 + x34 > 3000

Restricoes: capacidade de producdo das maquinas J

Mdaquina 1:  0.3x11 + 0.2xp1 + 0.8x37 < 1500
Mdquina 2:  0.25x32 + 0.3x20 + 0.6x32 < 1200
Mdquina 3:  0.2x13 + 0.2xp3 + 0.6x33 < 1500
Maquina 4:  0.2x14 + 0.25x24 + 0.5x34 < 2000

[m] =P = =
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O problema de Alocacao de Recursos

Formulacdo do objetivo )

Minimizar o custo total de producao:

f(X) = 4xqy1 4+ 4x10 + 5x13 + Tx14
+6x21 + 7x20 + 5xp3 + 6x04
+12x31 + 10x32 + 8x33 + 11x34

[m] =P = =
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O problema de Alocacao de Recursos

Minimizar f(x)

sujeito a x11 + X12 + x13 + x14 > 4000
X21 + X220 + X03 + x24 > 5000
x31 + x32 + x33 + x34 > 3000
0.3x11 + 0.2x21 + 0.8x31 < 1500
0.25x12 + 0.3x22 + 0.6x32 < 1200
0.2x13 4 0.2xp3 + 0.6x33 < 1500
0.2x14 + 0.25x24 + 0.5x34 < 2000
xjj > 0
xjj € Z

[m] =P = =
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O problema de Alocacao de Funciondrios

Exemplo 2

Uma empresa necessita de um nimero diferente de funciondrios de
acordo com o dia da semana:

Dia: 22 32 42 52 62 Sab Dom
N° Func. 17 13 15 19 14 16 11

Por exigéncia sindical, cada empregado trabalha cinco dias
consecutivos e descansa dois.

Formular o problema tal que o nimero de empregados contratados
seja 0 minimo necessario para atender as necessidades de cada dia.

[m] =P = =
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O problema de Alocacao de Funciondrios

Precisamos identificar
» Objetivo
» Varidveis de decisao

Parametros

v

> Restricdes

=} F = = 12N G4
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O problema de Alocacao de Funciondrios

Variaveis de decisao )

x; = nimero de funcionarios COMECANDO a trabalhar no dia /.

Desta forma, cada empregado comeca a trabalhar em um f(nico
dia, ndo sendo contado mais de uma vez.

Formulagao do objetivo: J

Minimizar x; + x> + x3 + X3 + X5 + Xg + X7

[m] =P = =
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O problema de Alocacao de Funciondrios

Restricoes J

Quantidade minima de funciondrios em cada dia

Pense sobre quem estard trabalhando na segunda? Terca? Quarta?
... Domingo?

=} F = = 12N G4
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O problema de Transporte

O Problema de Transporte consiste em determinar o menor custo
(ou o maior lucro) em transportar produtos de varias origens para
varios destinos.

Exemplos:
@ Transportar produtos de viérias fabricas para vérios locais de
estoque,

@ Transportar produtos de vdrios pontos de estoque para varias
lojas;

o (w1 =
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O problema de Transporte

Exemplo 3

Uma companhia enlata ervilhas em 3 unidades, O1, O, e O3, e
transporta por caminhdo para quatro pontos de estoque D, D»,
D3 e D,. Os custos para transportar de cada ponto de origem para
cada ponto de destino s3o mostrados na seguinte tabela:

Di Dy D3 D
O: | 464 513 654 867
O, | 352 416 690 791
O3 | 995 682 388 685

O produto deve ser enviado diretamente para os destinos,
esgotando as disponibilidades em cada origem e satisfazendo os
requerimentos em cada destino:

=] F
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O problema de Transporte

Exemplo 3

As limitagdes nas origens e nos destinos (em ndmero de
caminhdes) sdo dados pelas tabelas abaixo:
Oferta:
O 0 O3
75 125 100
Demanda:
Di D> D3 Dy
80 65 70 85
Deseja-se minimizar o custo de transporte. :

PR

[m] =P = =
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O problema de Alocacao de Recursos

Precisamos identificar
» Objetivo
» Varidveis de decisao

Parametros

v

> Restricdes

=} F = = 12N G4
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O problema de Transporte

D1

‘ 80

D4
85

=] F
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O problema de Transporte

D1
&

D4
85

o (w1 =
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O problema de Transporte
© °°

D4
85

o (w1 =
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O problema de Transporte

D1

‘ Bo
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O problema de Transporte

D1

‘ Bo

=] F
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O problema de Transporte

D1
80

D4
85

UTrrr

12N G4

=] F
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O problema de Transporte

D1
80

(=}
@
|

[m] =P = =
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O problema de Transporte
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O problema de Transporte
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O problema de Transporte
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O problema de Transporte
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O problema de Transporte
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O problema de Transporte

D1
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O problema de Transporte

D1
80

(=}
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|
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O problema de Transporte
80

[m] =P = =

D.R.Rossetto Otimizacado - Modelos e Métodos



O problema de Transporte

Varidveis de decisao )

xjj = quantidade de caminhdes enviados da origem i para o destino
j,i=123ej=1234.

[m] =P = =

D.R.Rossetto Otimizacdo - Modelos e Métodos



O problema de Transporte

Restricoes )

» Oferta de cada ponto de origem;

» Demanda de cada destino.

o (w1 =
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O problema de Transporte

Funcdo Objetivo ]

O objetivo é Minimizar f(x) onde:

f(X) = 464x11 + 513x72 + 654x13 + 867x714 (CUStO Ol)
+352x01 4+ 416x00 + 690x03 4+ 791 x04 (CUStO 02)
+995x31 + 682x37 + 388x33 + 685x34 (CUStO 03)

é a soma dos custos de envio das caixas a partir de cada ponto de
origem para cada ponto de destino.

[m] =P = =
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O problema de Transporte

Minimizar f(x)

sujeito a  x11 + x12 + x13 + x14 = 75
X201 + X0 + X03 + x04 = 125
x31 + x32 + X33 + x34 = 100

x11 + x01 + x31 = 80
x12 + Xx22 + x32 = 65
x13 + Xx23 + x33 =70
X14 + Xo4 + X34 = 85

(oferta em 01)
(oferta em 02)
(oferta em 03)

(demanda em D1)
(demanda em D2)
(demanda em D3)
(demanda em D4)

[m] =P = =
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O problema de Transporte

Minimizar f(x)

sujeito a  x11 + x12 + x13 + x14 = 75
X201 + X0 + X03 + x04 = 125
x31 + x32 + X33 + x34 = 100

x11 + x21 + x31 = 80
x12 + Xx22 + x32 = 65
x13 + x23 + x33 = 70
X14 + Xo4 + X34 = 85

Esta faltando alguma restricdo???

(oferta em 01)
(oferta em 02)
(oferta em 03)

(demanda em D1)
(demanda em D2)
(demanda em D3)
(demanda em D4)

[m] =P = =
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O problema de Transporte

Importante!!!

Para que o problema tenha solucdo, ele deve estar balanceado, isto
é, o total de oferta deve ser igual ao total de demanda.

o (w1 =

D.R.Rossetto Otimizacdo - Modelos e Métodos

i
it
N
el
]



O problema de Transporte

Importante!!!

Para que o problema tenha solucdo, ele deve estar balanceado, isto
é, o total de oferta deve ser igual ao total de demanda.

No exemplo anterior:
Total de oferta: 75 + 125 + 100 = 300

Total de demanda: 80 + 65 + 70 + 85 = 300

o (w1 =
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O problema de Transporte

Se a oferta total for maior que a
demanda total?7??

Deve-se entdo criar uma um destino ficticio com
demanda = oferta total — demanda total

Os custos de distribuicdo associados a este destino devem nulos.

o (w1 =
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O problema de Transporte

Exemplo

Suponha que no exemplo anterior tivessemos os seguintes dados de
oferta e demanda:

Oferta:

O 0O, O3
90 125 100

Demanda:

Dy Dy D3 D
80 65 70 85

[m] =P = =
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O problema de Transporte

Exemplo

Suponha que no exemplo anterior tivessemos os seguintes dados de
oferta e demanda:

Oferta:

O 0O, O3
90 125 100

Demanda:

Dy Dy D3 D
80 65 70 85

Como total de Oferta é maior que o total de Demanda devemo
balancear este problema.

o (w1 =

D.R.Rossetto Otimizacdo - Modelos e Métodos



O problema de Transporte

Figura : Inserimos um destino Fié:tl’cioﬁl e >
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O problema de Transporte

Os custos para transportar de cada ponto de origem para cada
ponto de destino sao mostrados na seguinte tabela:

Di Dy D3 Dy D
O: | 464 513 654 867 O
O, | 352 416 690 791 O
O3 | 995 682 383 685 0

E para este problema temos:
Oferta Total: 90 + 125 + 100 = 315

Demanda Total: 80 + 65 + 70 + 85 + 15 = 315

o (w1 =
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O problema de Transporte

O objetivo é Minimizar f(x) onde:

f(X) = 464x11 + 513x12 + 654x13 + 867x14 + Oxyr (custo Ol)
+352x21 + 416x25 + 690x23 + 791x24 + Oxof (custo 02)
+995x31 + 682x32 + 388x33 + 685x34 + Ox3¢  (custo O3)

é a soma dos custos de envio das caixas a partir de cada ponto de
origem para cada ponto de destino.

[m] =P = =
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O problema de Transporte

Minimizar f(x)

sujeito a  x11 + x12 + x13 + x14 + x1r = 90 (oferta em 01)
x21 + X202 + X03 + X04 + xof = 125 (oferta em 02)
x31 + x32 + X33 + X34 + x3r = 100 (oferta em 03)

x11 + xo1 + x31 = 80 (demanda em D1)

X12 + Xo2 + x320 = 65 (demanda em D?2)

X13 + X03 + x33 = 70 (demanda em D3)

X14 + Xo4 + x34 = 85 (demanda em D4)

x1f + xof + x3r = 15 (demanda em Df)
xj €N

[m] =P = =
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O problema de Transporte

@ Quando a oferta total é maior que a demanda total, o
problema admite outra formulagdo?

© Quando a demanda total é maior que a oferta total, faz
sentido pensar na resolugcdo do problema de transporte?

UTrer

o (w1 =
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O problema de Transporte

Definindo:

@ x;j = niimero de unidades a transportar da origem i para o
destino j;

@ c¢jj = custo do transporte de uma unidade da origem i para o
destino j;

© a; = quantidade disponivel na origem i;

© b; = quantidade requerida no destino j.

[m] =P = =
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O problema de Transporte

Podemos escrever o problema de Transporte da seguinte forma:

Minimizar doil1 21 CiXif
sujeito a Y i xj=a,i=1,2,..m
Z;’;l Xij = b,‘,i = 1, 2, ooog ()
>il13i =21 bi
xjj > 0
Xjj € 7z

o (w1 =
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Parte |V - Método Simplex |




PPL

Otimizar f(x) = (c,x)
(Min/Max)
sujeito a  Ax < b (ou >, ou =)
x>0
onde:

O vetor ¢ € R" é chamado vetor de custos.

v

v

O vetor x € R" é formado pelas varidveis de decisdo.

v

O vetor b € R™ contém os pardmetros.

v

A matriz A € R™*" contém os parametros.

v

Vamos supor que A tem m linhas LI.

o (w1 =
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PPL

Forma geral

Minimizar f(x) = (c, x)

sujeito a Ax > b

Forma candnica (ou padrao)

Minimizar f(x) = (c, x)
sujeito a Ax=b
x>0

o (w1 =
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PPL

Exemplo 1

Escrever o seguinte problema na forma candnica:

Minimizar f(x) = —4x; — 40x2
sujeito a —2x1 +xp > —8
5x1 + 5xp < 60
—4x; + 2x, < 8
X1 +2x > 6
x1,x2 >0

UTrrr

o (w1 =
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PPL

Para transformar o sistema de inequacdes em um sistema de
equacgodes introduzimos varidveis chamadas de varidveis residuais.

—2x1 +x0—nn = -8
5x1 +5xp4+rn = 60
—4x1 4+ 2x0+r3 = 8
X1 +2x0—r, = 6

X1, X2 > 0

. n, r,mnrn > 0

o (w1 =
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PPL

O problema na forma candnica é:

Minimizar f(x) = —4x; — 40xy
sujeito a —2x1 +xp—r = —8
5x1 + 5xp+r =60
—4x1 + 2x0+r3 =8
X1 + 2x0—ry =6
x1 >0
xp >0

rn, rz, rs3, r420

o (w1 =

D.R.Rossetto Otimizacdo - Modelos e Métodos



PPL

O problema na forma candnica é:

Minimizar f(x) = —4x; — 40xy
sujeito a —2x1 +xp—r = —8
5x1 + 5xp+r =60
—4x1 + 2x0+r3 =8
X1 + 2x0—ry =6
x1 >0
xp >0

rn, rz, rs3, r420

Quem s3o os candidatos a resolver este problema? ].

o (w1 =
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PPL

X1
X2
Os vetores :1 tal que Ax = b, para
2
r3
Iy
-21 -1 00 O -8
5 5 0 10 O 60
A= -4 2 0 01 O b= 8
1 2 0 00 -1 6

[m] =P = =

)
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PPL

Observacoes

©Q O ndmero de varidveis (n = 6) é superior ao nimero de
equagdes (m = 4).

o (w1 =
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PPL

Observacoes

©Q O ndmero de varidveis (n = 6) é superior ao nimero de
equagdes (m = 4).

© O sistema é possivel e indeterminado:

o (w1 =
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PPL

Observacoes

©Q O ndmero de varidveis (n = 6) é superior ao nimero de
equagdes (m = 4).

© O sistema é possivel e indeterminado:
> Infinitas solucdes.

o (w1 =
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PPL

Observacoes

©Q O ndmero de varidveis (n = 6) é superior ao nimero de
equagdes (m = 4).

© O sistema é possivel e indeterminado:

> Infinitas solucdes.
» Precisamos obter todas?

o (w1 =
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PPL

» Parte de uma solucdo vidvel do sistema de equagdes que
constituem as restricoes do PPL;

o (w1 =
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PPL

» Parte de uma solucdo vidvel do sistema de equagdes que
constituem as restricoes do PPL;

> A partir dessa soluc3o inicial vai identificando novas solu¢des
vidveis de valor igual ou melhor que a corrente.

o (w1 =
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PPL

O algoritmo possui:

@ um critério de escolha que permite encontrar sempre novos e
melhores solucdes vidveis;

@ e um critério que consegue determinar se a solugdo viavel
escolhido é ou n3o uma solugao étima.

o (w1 =
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Base teodrica

Definicao

P C R" é um poliedro se existem A € R™*" e b € R™ tais que

P={xeR"| Ax > b}.

=} F = = 12N G4
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Base teodrica

Exemplo 1

5X1 —|—5X2 S 60
—4x1 + 2x0 < 8 ~
X1 +2x > 6 ' 7<
X1, X2 ZO

2 0 2 4 6 8

Figura : Poliedro P

o (w1 =
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Base teodrica

Exemplo 2

—x1+x2 > —4
—x1+x <9 o
X1, X2 ZO

=

2 0 2 4 6 8 10 12

Figura : Poliedro P ilimitado

o (w1 =
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Base teodrica

Exemplo 3

—x1+x2 < —4
—x1+x2>9 o
X1, X2 ZO

2 0 2 4 6 8 10 12

Figura : Poliedro P invidvel

o (w1 =
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Base teodrica

@ O conjunto vidvel de qualquer PPL é um poliedro.

=} F = = 12N G4
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Base teodrica

Observacoes

@ O conjunto vidvel de qualquer PPL é um poliedro.

@ Todo poliedro é uma interseccdo finita de semi-espacos.

=} F = = 12N G4
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Base teodrica

Definicao

Seja P um poliedro. X € P é um ponto extremo de P se nao
existem y,z€ P,y #z e A € (0,1) tais que x = Ay + (1 — A)z.

o (w1 =
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Base teodrica

Definicao

Seja P C R" um poliedro. X € P é um vértice de P se existe
c € R" tal que

(c,x) < (c,y), paratodo y € P — {x}.

X UTrrr

Tc
=} =i = = = A
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Base teodrica

Definicao

Seja P C R" um poliedro e A; a i-ésima linha da matriz A. Se x
satisfaz (A;, x) = b; dizemos que esta restricdo é ativa em x.

Definicao

Seja P C R"” um poliedro e X € R". X é dita solucdo basica se
todas as restricdes de igualdade s3o satisfeitas e além disso dentre
as restricoes ativas existem n linearmente independentes.

Uma solucdo basica vidvel é uma solucdo que satisfaz todas as
restricGes, inclusive as inativas.

o (w1 =
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Base teodrica

Teorema

Seja P um poliedro e X € P. S3o equivalentes:

(i) x é um vértice;
(ii)
(iii)

7

um ponto extremo;

x|
o

& uma solugdo bdsica vidvel.

x|
o

o (w1 =
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Base teodrica

Definicao
O conjunto P. = {x € R" | Ax = b, x > 0} define um poliedro na
forma candnica .

=} F = = 12N G4
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Base teodrica

Definicao
O conjunto P. = {x € R" | Ax = b, x > 0} define um poliedro na
forma candnica .

Forma candnica (ou padrao)

Minimizar f(x) = (c, x)
sujeito a Ax=0b
x>0

=} F = = 12N G4
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Base teodrica

A partir de agora iremos considerar:

» o PPL na forma canénica;

» m< n;

» a matriz A tem m linhas LI (posto(A)=m) .

UTrrr

o (w1 =
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Base teodrica

Note que:

» amatriz A= (Al | A2| ... | A") pode ser descrita em
funcdo das suas colunas;

UTrrr

o (w1 =
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Base teodrica

Note que:

» amatriz A= (Al | A2| ... | A") pode ser descrita em
funcdo das suas colunas;

» podemos extrair um conjunto de indices | = {b1, b, -, bm},
bi € {1,2,---,n};

[m] =P = =
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Base teodrica

Note que:

» amatriz A= (Al | A2| ... | A") pode ser descrita em
funcdo das suas colunas;

» podemos extrair um conjunto de indices | = {b1, b, -, bm},
bi € {1,2,---,n};

» podemos definir a matriz B = (APt | AP2 | ... | APm ),

[m] =P = =
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Base teodrica

Definicao

Considere P. = {x € R"| Ax = b, x > 0} e que A € R™*" possui
(m) linhas linearmente independentes. Entdo % € R" é solugdo
basica de P. se e somente se

(i) Ax = b,
(ii) existem indices by, - , by, tais que as colunas A", ...  Abm
sdo linearmente independentes,
(ili) e X; =0, para todo i ¢ {b1, -+, bm}.

[m] =P = =
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Base teodrica

Xb1
Xb,

Seja uma solugdo bésica X = Xb,,
Xp1 = 0

xp, = 0

n

o (w1 =
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Base teodrica

Xb1
Xby
Seja uma solugdo bésica X = Xb,,
Xp1 = 0
Xp,= 0
Reescrevemos:
» B= (AP | A2 | ... | AP ) m colunas LI

o (w1 =
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Base teodrica

Xp,
Xby
Seja uma solucdo bésica X = Xb,,
Xp1 = 0
Xb,— 0
Reescrevemos:
» B= (AP | A2 | ... | AP ) m colunas LI
> N = (Abm+1 | Abmiz | ... |Abn)

[m] =P = =
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Base teodrica

Xp,
Xby
Seja uma solucdo bésica X = Xb,,
Xp1 = 0
Xb,— 0
Reescrevemos:
» B= (AP | A2 | ... | AP ) m colunas LI
> N = (Abm+1 | Abmiz | ... |Abn)
» A= (B N)

[m] =P = =
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Base teodrica

Note que,
Xbl
XL-,2

> (B N) Xbm =b
0

[m] =P = =
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Base teodrica

Note que,
Xbl
XL-,2

» (B N)| xp,

=b
0
0
Xp,
X
b (A AR | )| TR 2
Xbm

[m] =P = =
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Base teodrica

Note que,
Xbl
X[;,2
> (B N) Xbm =b
0
0
Xb1
X
b (A AR | )| TR 2
Xbm

Sendo assim,

> Xg = B~1p

[m] =P = =
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Base teodrica

Se X € uma solugdo basica:

o (w1 =
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Base teodrica

Se X € uma solugdo basica:

> as varidveis Xp,, - - - , Xp, Sa0 chamadas varidveis bdsicas ,

o (w1 =
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Base teodrica

Se X € uma solugdo basica:

> as varidveis Xp,, - - - , Xp, Sa0 chamadas varidveis bdsicas ,

> as restantes sao chamadas n3o-bdsicas .

o (w1 =
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Base teodrica

Se X é uma solucido basica:

> as varidveis Xp,, - - , Xp, Sa0 chamadas varidveis bdsicas ,

> as restantes s3o chamadas n3o-basicas .

» As colunas APt ...  APm s30 chamadas colunas basicas .
[m] =P = =
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Base teodrica

Se X é uma solucido basica:

> as varidveis Xp,, - - , Xp, Sa0 chamadas varidveis bdsicas ,

v

as restantes s3o chamadas n3o-basicas .

v

As colunas AP, ...  APm s30 chamadas colunas bésicas .

Chamamos de matriz bdsica a matriz

B:(Ab1|Abzy |Abm).

v

o (w1 =

D.R.Rossetto Otimizacdo - Modelos e Métodos



Base teodrica

Se X é uma solucido basica:

> as varidveis Xp,, - - , Xp, Sa0 chamadas varidveis bdsicas ,
> as restantes sao chamadas n3o-bdsicas .
» As colunas APt ...  APm s30 chamadas colunas basicas .
» Chamamos de matriz basica a matriz
B = (Ab1|Abzy |Abm).
» Chamamos de matriz ndo bdsica a matriz
N = (Abm+1 | Abm+2 | |Abn)‘
[m] =P = =
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Base teodrica

Se X é uma solucido basica:

> as varidveis Xp,, - - , Xp, Sa0 chamadas varidveis bdsicas ,

as restantes s3o chamadas n3o-basicas .

v

v

As colunas AP, ...  APm s30 chamadas colunas bésicas .

Chamamos de matriz bdsica a matriz

B:(Ab1|Abzy |Abm).

v

Chamamos de matriz ndo basica a matriz

v

N — (Ab'"+1 | Abmi2 | ... |Abn)‘

» O correspondente vetor bésico é xg = (Xp,, "+ , Xp,, )"
[m] =P = =
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Base teodrica

Teorema

Seja P. um poliedro e X € P.. S3o equivalentes:

(i) x é um vértice;
(ii) X é um ponto extremo;

(iii) X é uma solugdo bdsica vidvel (x > 0).

] = = £ DA
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Como resolver PPL

Proposicao

O conjunto dos vértices de um conjunto de solugdes vidveis é finito
e limitado por

o (w1 =
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Base teodrica

Exemplo 4

Qual o nimero maximo de vértices do seguinte poliedro?

( 21 +xo—n = -8
bx1 +5x+mrn = 60
—4x1+2x0+r3 = 8
xX1+2x0—rn = 6
x1, 2 =2 0
(. n,r,mn, > 0
o & = =
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Base teodrica

Exemplo 4

Qual o nimero maximo de vértices do seguinte poliedro?

( —2x1+x0—n = -8

bx1 +5x+mrn = 60

—4x1+2x0+r3 = 8

xX1+2x0—rn = 6

x1, X0 > 0

\ rn, r2, r3, ra Z 0

4 __ 6! _

[m] =P = =
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Base teodrica

Exemplo 4

O conjunto de indices | = {1,2,3,5} corresponde a um vértice do
seguinte poliedro?

( 21 +xo—n = -8

51 +5x+nrn = 60
—4x1+2x0+ 13 =
x1+2x—r, =

X1, X2 2>

L r, r, ra, rg =

[m] =P = =
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Base teodrica

Sejam
21 -100 0 gOS
| 55 0100 b=| &
=l a2 0 01 o0 :
1 2 0 00 -1

[m] =P = =

)
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Base teodrica

Sejam
21 -100 0 gOS
a5 5 010 0 b=| &
=l 242 0 01 o0 :
1 2 0 00 -1

» As colunas Al, A2, A3 AdSsioLI?

[m] =P = =

)
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Base teodrica

Sejam
21 -100 0 gg
55 010 0 b=| &
=l a2 0 01 o0 :
1 2 0 00 -1

» As colunas Al, A2, A3 AdSsioLI?

» xg=B"1h>07?

[m] =P = =

)
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Base teodrica

|

S
NN U1 =
o O O
o~ OO

[m] =P = =
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Base teodrica

. det(B) =5

|

S
NN U1 =
o O O
o~ OO

[m] =P = =
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Base teodrica

21 -1 0
5 5 0 0
» B = 42 0 1 , det(B) =5
1 2 0 0
-1
21 -1 0 -8 18
s w_| 58 85 00 60 | | -6
B=1 4 2 0 1 g | | -34
1 2 0 0 6 92

[m] =P = =

)
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Base teodrica

21 -1 0
5 5 0 0
» B = 42 0 1 , det(B) =5
1 2 0 0
-1
21 -1 0 -8 18
s w_| 58 85 00 60 | | -6
B=1 4 2 0 1 g | | -34
1 2 0 0 6 92

» Soluc3o bdsica n3o corresponde a um vértice:

% = (18; —6;—34;0;92;0).

[m] =P = =

)
D.R.Rossetto Otimizacdo - Modelos e Métodos



Base teodrica

Exemplo 4

O conjunto de indices | = {2,3,4,5} corresponde a um vértice do
seguinte poliedro?

( 21 +xo—n = -8

51 +5x+nrn = 60
—4x1+2x0+ 13 =
x1+2x—r, =

X1, X2 2>

L r, r, ra, rg =

[m] =P = =
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Base teodrica

, det(B) =2

NN O =
o O O
O O = O
o= OO

[m] =P = =

)
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Base teodrica

1 -1 00
5 0 1 0
»B=| 5 o o 1 | dt(B)=2
2 0 00
-1
1 -1 00 i 3
S .._|85 0 10 60 | [ 11
BE=12 0 01 g8 | ~ | 45
2 0 00 6 2

[m] =P = =

)
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Base teodrica

1 -1 00
5 0 10
»B=|5 4 o1 , det(B) = 2
2 0 00
-1
1 -1 00 -8 3
" 5 0 10 60 | | 11
BE=12 0 01 8 45
2 0 00 6 2

» Soluc3o bdsica corresponde ao vértice:

x = (0;3;11;45;2;0).

[m] =P = =

)
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Base teodrica

Exemplo 4

O conjunto de indices | = {2,3,4,6} corresponde a um vértice do
seguinte poliedro?

( 21 +xo—n = -8

51 +5x+nrn = 60
—4x1+2x0+ 13 =
x1+2x—r, =

X1, X2 2>

L r, r, ra, rg =

[m] =P = =
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Base teodrica

o O O

, det(B) =2

NN O =
o O O
O O = O

[m] =P = =

)
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Base teodrica

1 -1 0 0
5 0 1 0
*B=|. 0o o o | dtB)=2
2 0 0 -1
-1
1 -1 0 0 -8 4
S ._|5 0 10 60 | [ 12
B=1 2 0 0 o g8 | — | 40
2 0 0 -1 6 2

[m] =P = =

)
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Base teodrica

1 -1 0 0
5 0 1 0
*B=|. 0o o o | dtB)=2
2 0 0 -1
-1
1 -1 0 0 -8 4
- 5 0 1 0 {0 | | 12
B=1 2 0 0 o g8 | — | 40
2 0 0 -1 6 2

» Soluc3o bdsica corresponde ao vértice:

% =(0;4;12;40;0;2).

[m] =P = =

)
D.R.Rossetto Otimizacdo - Modelos e Métodos



Base teodrica

O que difere um vértice de outro?

0 0
3 4
11 12

1 __ 2 _

=1 45 =1 a0

N
N O

[m] =P = =
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Base teodrica

» Solucdes bdsicas distintas correspondem a bases distintas
(uma base estd associada a um sistema de equacdes que
possui solugdo Unica);

o (w1 =
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Base teodrica

» Solucdes bdsicas distintas correspondem a bases distintas
(uma base estd associada a um sistema de equacdes que
possui solugdo Unica);

» Duas bases diferentes podem corresponder 3 mesma solucdo
basica (que satisfaz dois sistemas de equagdes).

o (w1 =
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Base teodrica

» Solucdes bdsicas distintas correspondem a bases distintas
(uma base estd associada a um sistema de equacdes que
possui solugdo Unica);

» Duas bases diferentes podem corresponder 3 mesma solucdo
basica (que satisfaz dois sistemas de equagdes).

» Todo poliedro candnico ndo-vazio possui (pelo menos um)
vértice.

o (w1 =
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Base teodrica

Algoritmo 1 Construcdo de Vértices

1. Escolha m indices | = {b1,---,bm} tais que as colunas
AP Ab2 .. APm sejam linearmente independentes;

2: Faga x; = 0 para todo i ¢ [;
3: Resolva o sistema Y., A'x; = b; (xg = B~'b)

4: Teste se a solugdo é vidvel. (x > 0)

o (w1 =
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Base teodrica

Teorema

Seja o PPL

Minimizar f(x) = (c, x)
sujeito a x € P,
e suponha que P possui pelo menos um vértice. Entao ou o valor

6timo do PPL é —oo, ou existe um vértice de P que é solucdo
6tima do PPL.

UTrrr

o (w1 =
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Base teodrica

Como decidir (é possivel?) qual é o vértice que corresponde a
solucdo 6tima de um PPL?

[m] =P = =
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Base teodrica

Definicao

d € R" é chamada de direcao viavel a partir de x € P se existe
0 >0 tal que x+60d € P.

=] [l = = E 9DaAr
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Base teodrica

Observacao

A partir de um vértice, precisamos caminhar por uma direcdo que
nos leve (apenas) para outro vértice (Solugdo basica adjacente) .

o (w1 =
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Base teodrica

» Seja x um vértice, d uma direcdo e 6 > 0,

[m] =P = =
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Base teodrica

» Seja x um vértice, d uma direcdo e 6 > 0,

» Precisamos construir um novo vértice da forma y = x + 6d.

UTrrr

o (w1 =
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Base teodrica

» Seja x um vértice, d uma direcdo e 6 > 0,
» Precisamos construir um novo vértice da forma y = x + 6d.

» Exigindo que d; = 1 para alguma varidvel ndo bdsica x;, e
d; = 0 para todas as outras varidveis ndo-biasicas,

o (w1 =
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Base teodrica

» Seja x um vértice, d uma direcdo e 6 > 0,

» Precisamos construir um novo vértice da forma y = x + 6d.

» Exigindo que d; = 1 para alguma varidvel ndo bdsica x;, e
d; = 0 para todas as outras varidveis ndo-biasicas,

» O novo ponto y = x + 6d deverd satisfazer:

o (w1 =
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Base teodrica

» Seja x um vértice, d uma direcdo e 6 > 0,

v

Precisamos construir um novo vértice da forma y = x + 0d.

v

Exigindo que d; = 1 para alguma varidvel ndo bdsica x;, e
d; = 0 para todas as outras varidveis ndo-biasicas,

» O novo ponto y = x + 6d deverd satisfazer:
yg = xg+0ds
yi = xj+0d = 0+01=0
Yi = Xf+9dl' - O+HO:07i7éjabl7b27'”7bm

[m] =P = =
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Base teodrica

> y deve pertencer ao poliedro P, para algum valor de 6,

[m] =P = =
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Base teodrica

> y deve pertencer ao poliedro P, para algum valor de 6,

» Ay =bey >0, ou seja,

[m] =P = =
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Base teodrica

> y deve pertencer ao poliedro P, para algum valor de 6,
» Ay =bey >0, ou seja,

b = Ay

A(x + 6d)
= Ax+ 0Ad
= b+ 0Ad

[m] =P = =
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Base teodrica

» Ad =0,
0 = S Ad | +dAa+ | Y Ad
i=Bi,,Bm i#By,,Bm
= Bdg+ A

=} = = =
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Base teodrica

» Ad =0,
0 = Y Adi | +diA+ > Aid
i=Bi,,Bm i#By,,Bm
= Bdg+ A
> dg = —B 1A

=} = = =
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Base teodrica

» Ad =0,
0 = S Ad | +dAa+ | Y Ad
i=Bi,,Bm i;ﬁBl,n-,Bm
= Bdg+ A
> dB = —B_lAj
> y > 0777

=} = = =
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Base teodrica

A direcao
dg = —B 1A
4 = 1
d = 0,i#j,bi,by,--- ,bpy

é chamada de j-ésima direcio basica .

o (w1 =
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Base teodrica

A direcao
dg = —B 1A
g = 1
df = 0? i#jabl’b%"'?bm

é chamada de j-ésima direcio basica .

(Nos leva, apenas, para outro vértice)

o (w1 =
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Base teodrica

» A variagdo do valor da fungdo objetivo andando-se na j-ésima
direcdo basica d serd

o (w1 =
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Base teodrica

» A variagdo do valor da fungdo objetivo andando-se na j-ésima
direcdo basica d serd

(c,y) —{(c,x) = (c,x+0d)— (c,x)
= 6{c,d)
= 0{(ceicn),(d:0;---;0,1,0;---;0))
= 0(¢ + (cg,dB))
= (¢ — (ca, B_lAj>)

[m] =P = =

)
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Base teodrica

» A variagdo do valor da fungdo objetivo andando-se na j-ésima
direcdo basica d serd

(c,y) —{(c,x) = (c,x+0d)— (c,x)
= 6{c,d)
= 0{(ceicn),(d:0;---;0,1,0;---;0))
= 0(¢ + (cg,dB))
= (¢ — (ca, B_lAj>)

(Se a variagdo é negativa, isso significa???)

[m] =P = =
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Base teodrica

Definicao

Seja x uma solucdo bdsica e B a matriz bdsica associada. Para
cada indice j definimos o j-ésimo custo reduzido como

G = (g — (c8, BT'A)).

o (w1 =
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Base teodrica

Definicao

Seja x uma solucdo bdsica e B a matriz bdsica associada. Para
cada indice j definimos o j-ésimo custo reduzido como

G = (g — (c8, BT'A)).

(E a variagdo da fungdo objetivo entre dois vértices.)

o (w1 =
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Base teodrica

Se j é um indice bdsico, entdo,

G = ¢—(cg B'A)

= cj—<cB,ej>
= G
= 0

o F = = 12N G4
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Base teodrica

Teorema

Seja X uma solucdo bdsica viavel e € o vetor de custos reduzidos.
Entdo

(i) Se € >0, entdo x é solugcdo 6tima do PPL.

(ii) Se x é solugdo étima do PPL (e n3o-degenerada), entdo
c>0.

UTrrr

=] F

D.R.Rossetto Otimizacdo - Modelos e Métodos



Base teodrica

Teorema

Seja X uma solucdo bdsica viavel e € o vetor de custos reduzidos.
Entdo

(i) Se € >0, entdo x é solugcdo 6tima do PPL.

(ii) Se x é solugdo étima do PPL (e n3o-degenerada), entdo
c>0.

(Ou seja, se existir alguma indice j tal que ¢; < 0 entdo a solugdo
ndo é étima.)

=] F
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Base teodrica

Definicao

Uma matriz basica é dita tima se

(i) B-lb>0e
(i) c=c—(c5- BLA)

=} F = = 12N G4
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PPL

Exemplo 5

O vértice associado ao conjunto / = {2,3,4,6} corresponde a uma
solu¢do 6tima?

Minimizar  f(x) = —4x; — 40x,
sujeito a —2x3+xp—n = —8
5x1 + 5x2 + rn = 60
—A4x1 +2x0 + 13 =8
X1 +2x0—1r, =26
x1 >0
xp >0

rn, rz, rs, r420

o (w1 =
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Base teodrica

» Sejam
4
21 -1 00 0 -8 40
a_| 5 5 0 10 o0 b:680 ,_-:8
=l 42 0 01 o : :
1 2 0 00 -1
0
UTrer

o (w1 =
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Base teodrica

» Sejam
4
21 -1 00 0 —8 40
A | 5 5 0 10 0 b— 680 c— 8
4 2 0 01 0
1 2 0 00 -1 6 8

> A base e o vértice associados ao conjunto | = {2,3,4,6} sdo:

UTrrr

o (w1 =
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Base teodrica

» Sejam
4
21 -1 00 0 —8 40
A | 5 5 0 10 0 b— 680 c— 8
4 2 0 01 0
1 2 0 00 -1 6 8

> A base e o vértice associados ao conjunto | = {2,3,4,6} sdo:

NN O
o O O
O O = O
o O O

[m] =P = =
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Base teodrica

» Sejam
4
21 -1 00 0 —8 40
A | 5 5 0 10 0 b— 680 c— 8
4 2 0 01 0
1 2 0 00 -1 6 8

0

1 =10 0 4
5 0 1 0 o | 12
B=12 0 0 o 7 a0
2 0 0 -1 0
2
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Base teodrica

» O custo reduzido é dado por ¢ = ¢ — (c§ - B1A)¢

=} F = = 12N G4
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Base teodrica

» O custo reduzido é dado por ¢ = ¢ — (c§ - B1A)¢

40

» Note que cg =

o O O

[m] =P = =
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Base teodrica

» O custo reduzido é dado por € = ¢ — (cf - B~ LA)!

40
0
»Notequecho,
0
-2 100 5 0
4 010 L o
meBTASl 5001 50
3000 1 1

[m] =P = =
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Base teodrica

> Logo
—4 . —84
—40 40\ /-2 100 L o0 0
| o ]_ 0 4 010 3 O _| o
- 0 0 -5 0 0 1 -2 0 - 0
0 0 3000 1 1 20
0 0

[m] =P = =
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Base teodrica

> Logo
—4 ) —84
—40 40\ /-2 100 L o0 0
| o ]_ 0 4 010 3 O _| o
- 0 0 -5 0 0 1 -2 0 - 0
0 0 3000 1 1 20
0 0
» Sendo assim x° n3o é vértice étimo.
[m] =P = =
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Base teodrica

» Precisamos construir outro vértice da y = X + 6d onde:
dp —B 1A
d= d =1
di 07i7éj7b17b27'”7bm

[m] =P = =
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Base teodrica

» Precisamos construir outro vértice da y = X + 6d onde:
dp —B 1A
d= d =1
di 07i7éj7b17b27'”7bm

para algum indice j n3o basico tal que ¢; < 0, ou seja,

[m] =P = =
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Base teodrica

» Precisamos construir outro vértice da y = X + 6d onde:
dp —B 1A
d= d =1
di 07i7éj7b17b27'”7bm

para algum indice j ndo basico tal que ¢; < 0, ou seja, j = 1.

[m] =P = =
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Base teodrica

» Comoj=1

=} F = = 12N G4
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Base teodrica

» Comoj=1

dg = —B71Al =

o (w1 =
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Base teodrica

» Comoj=1

-2
0
_ _p-lal _
dg = —B~1A s
-5
Pd]_:]_

o (w1 =
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Base teodrica

» Comoj=1

-2
dg=—BA = | [
-5
» di =1
» ds =0

o (w1 =
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Base teodrica

» Ou seja,
0 1
4 2
12 0
Y=l a0 | T 15
0 0
2 5

[m] =P = =
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Base teodrica

» Ou seja,
0 1
4 2
12 0
y=1 a0 [ T?] —15
0 0
2 5

e Como escolher o tamanho do passo 67

[m] =P = =
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Base teodrica

» Ou seja,
0 1
4 2
12 0
y=1 a0 [ T?] —15
0 0
2 5

e Como escolher o tamanho do passo 67

e Ha um tamanho maximo para o passo 67

[m] =P = =
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Base teodrica

» Para verificar a viabilidade do novo ponto, ou seja, se y > 0,
temos duas situacdes possiveis:

o (w1 =
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Base teodrica

» Para verificar a viabilidade do novo ponto, ou seja, se y > 0,
temos duas situacdes possiveis:

© d > 0: neste caso x + 0d > 0, para todo 6 > 0.

[m] =P = =
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Base teodrica

» Para verificar a viabilidade do novo ponto, ou seja, se y > 0,
temos duas situacdes possiveis:

© d > 0: neste caso x + 0d > 0, para todo 6 > 0.

© d possui alguma coordenada negativa: neste caso, existe um
indice b; tal que dp, < 0, e o valor maximo de 6 que garante
viabilidade sera

0* = min <— Xb’) .
{b,' ‘ db’.<0} db’-

o (w1 =
D.R.Rossetto Otimizacdo - Modelos e Métodos




Base teodrica

Voltando ao exemplo 5 )

=} F = = 12N G4
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Base teodrica

Voltando ao exemplo 5 )

=} F = = 12N G4
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Base teodrica

Voltando ao exemplo 5 )

» Ou seja,

. 40
0 —mln{—_—15}.

o (w1 =
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Base teodrica

» Portanto,

» E o novo vértice é
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Base teodrica

Generalizando )

» Supondo que 0* = — =%

> 0 novo ponto y = x + 0*d satisfaz:

yg = xgt0'dg = XB+%B_1AJ >0
K
Yo, = Xp, =+ H*dbk = Xp, — %dbk: 0
y o= xt0d = —gk>0
\ Vi = Xi+0*di = 0+0*O:071#Jub177bm

[m] =P = =
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Base teodrica

» Substituindo a varidvel xp, pela varidvel x; na base,

o (w1 =
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Base teodrica

» Substituindo a varidvel xp, pela varidvel x; na base,

» obtemos a nova base {b1, -, bx—1,/, bkt1, - , bm}
associada a y, com a matriz basica:

o (w1 =
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Base teodrica

» Substituindo a varidvel xp, pela varidvel x; na base,

» obtemos a nova base {b1, -, bx—1,/, bkt1, - , bm}
associada a y, com a matriz basica:

> B:(Abl | Ab2 | o | Abr | AT | Al L |Abm)

o (w1 =
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Base teodrica

» Substituindo a varidvel xp, pela varidvel x; na base,

» obtemos a nova base {b1, -, bx—1,/, bkt1, - , bm}
associada a y, com a matriz basica:

> B— (Ab1 | Ab2 | o | Abr | AT | Al L |Abm)

y € adjacente a x pois possui m — 1 varidveis basicas em comum. J

o (w1 =
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Base teodrica

Teorema

Q Ascolunas A, i=1,--- k=1, k+1,--- ., m, eA sdo
linearmente independentes e B é uma matriz basica;

© O vetor y = x + 6*d é uma solugdo basica vidvel associada a
matriz basica B.

o (w1 =
D.R.Rossetto Otimizacdo - Modelos e Métodos




Algoritmo 2 Simplex
1: No inicio da iteragdo conhecemos uma base formada pelas colunas
AbL oAbz oo APm e o vértice associado x;

2: Calcule os custos reduzidos ¢ = (¢; — (cs, B’lAj>) para todos os indices
nao-basicos j.
3: Se © > 0, x é uma solugdo 6tima e o algoritmo péra.
4. Do contrério, escolha algum j tal que ¢; < 0.
5: Calcule dg = —B7A/:
6: Se dg > 0, tem-se 6 = oo. O valor 6timo é —oo e o algoritmo péra.
7 Se existe algum componente d, < 0, define-se
. Xb;
0" = min (—22).
{dp, <0} db;
8: Seja k um indice tal que 0" = —%. Forme uma nova base substituindo
) k
AP por AV,
9: Os valores da nova solugdo bdsica y sdo dados por y; = 6%, yp,, = 0 e

Vb = Xb; + 07 dp,;, para i # k (coordenadas basicas).

o (w1 =
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ez 8- Bty

Figura : George Dantzig - 1947

o (w1 =

i
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Exemplo 6

Encontre, se existir, a solucdo 6tima do PPL abaixo. Como vértice
inicial use a solucdo basica vidvel associada ao conjunto

I ={2,3,4,6}.

Minimizar  f(x) =

—4x1 — 40x2
sujeitoa —2x1+xo—rn = —8
5x1 +5x2 + r2 = 60
—4x1 +2x0+r3 =38
X1 +2x0— 1, =06
x1 >0
xp >0

rn, r, r3, r420

=] =) = =
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Dados do problema J
—4
21 -1 00 0 -8 —40
a | 5 5 0 10 o0 pb=| 9 c=| ©
=l 42 0 01 o 8 0
1 2 0 00 -1 6 8

UTrrr

o (w1 =
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Iteracdo 0 J

A base inicial e o vértice associados ao conjunto | = {2,3,4,6}
sao:

NN O
o O O
O O = O
o O O

[m] =P = =
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Iteracdo 1 J
—84
0
» Otimalidade do vértice atual: € = 8
20
0

[m] =P = =
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Iteracdo 1 J
—84
0
L . _ 0
» Otimalidade do vértice atual: € = 0
20
0
» Sendo assim x% n3o é vértice étimo.
[m] =P = =
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» Escolha da varidvel que entra na base (escolha da direcdo) :
X1

o (w1 =
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» Escolha da varidvel que entra na base (escolha da direcdo) :

X1
1
2
0
d= —15
0
5

o (w1 =
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» Escolha da varidvel que entra na base (escolha da direcdo) :

X1
1
2
0
—15
0
5

» Qu seja, x; entra na base.

o (w1 =
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» Escolha da varidvel que sai na base (escolha do tamanho do
passo) :

o (w1 =
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» Escolha da varidvel que sai na base (escolha do tamanho do
passo) :

[m] =P = =
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» Escolha da varidvel que sai na base (escolha do tamanho do
passo) :

» Portanto, x4 sai da base

[m] =P = =
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» Escolha da varidvel que sai na base (escolha do tamanho do
passo) :

» Portanto, x4 sai da base

0 1
4 2
- o1 12 8 0 _
» E o novo vértice é x* = 40 + 3 15 | =
0 0
2 5
O By <

D.R.Rossetto Otimizacdo - Modelos e Métodos



Iteracdo 2 J

A base inicial e o vértice associados ao conjunto / = {1,2,3,6}

s30:

8

3

-2 1 -1 0 3

| 5 5 0 0 |12
B=1 42 0 o =1 o
1 2 0 -1 0

46

3

O» «F»r» « Z)» « =
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» Otimalidade do vértice atual:

ol
I
o ovlo o o

o (w1 =
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» Otimalidade do vértice atual:

ol
I
o ovlo o o

» Sendo assim x! é vértice 6timo.

o (w1 =
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» Otimalidade do vértice atual:

ol
I
o ovlo o o

» Sendo assim x! é vértice 6timo.

» O valor étimo é f(x!) = —384

o (w1 =
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Em aberto

» Solu¢3o Inicial
» Empates

» Ciclagem x Degenerescéncia

=] =)
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Parte V - PNL |
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O problema

Um problema de otimizacdo continua , na sua forma mais geral,
pode ser definido como

minimizar f(x)

sujeito a x € Q

onde a func3o objetivo f : R" — R é continua em R”, x € R”
sdo as varidveis de decisdo e Q C R"” é o conjunto das restricGes.

o (w1 =
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PNL

minimizar  f(x1,x) = (x1)? + (x2)?

sujeito a  (x1,x2) € {(x,y) € R? | xg +2x = 1}

o (w1 =
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PNL

Figura : Regido Viavel

UTrer

o (w1 =
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PNL

Figura : c=49

UTrer

o (w1 =
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PNL

o
L

Figura : c=36

o (w1 =
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PNL

p

N

Figura : c=25

]

=} F = = £ DA
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PNL

Figura : c=9

o (w1 =
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PNL

Figura : c=0,5

o (w1 =

D.R.Rossetto Otimizacado - Modelos e Métodos



PNL

Figura : c=0,1

o (w1 =
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PNL

° T~

2 E] o 1 2

Figura : Solugio Otima

o (w1 =
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PNL

° T~

2 E] o 1 2

Figura : Solugio Otima

A solug3o estd na (Unica) intersecgdo:

x12+x22 = cC
x1+2x = 1

o (w1 =

D.R.Rossetto Otimizacado - Modelos e Métodos



PNL

° T~

2 E] o 1 2

Figura : Solugio Otima

A solug3o estd na (Unica) intersecgdo:

2 2 c=g
XX = ¢ x* :5(1 2)
x1+2x = 1 f(X*) _5715
- 5|:| (w1 = =
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PNL

50

Figura : Paraboldide

UTrer

=} = = 12N G4
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PNL

Exemplo 2

minimizar f(xi,x) = (x1)? + (x2)?

sujeito a  (x1,x) € {(x,y) € R? | (X13_63)2 + (X22_52)2 =1}

o (w1 =
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8 T T T T T

4 4
21 4
0

. . . L .

-4 -2 o 2 4 6 8 10

Figura : Regido Viavel

UTrer

o (w1 =
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PNL

8 T T T T T

4r 4
2r 4
o

-4 2 o 2 4 6 8 10

Figura : c=16

UTrer

o (w1 =

D.R.Rossetto Otimizacado - Modelos e Métodos



PNL

8

sl |
4r 4
2r 4
o

1 W b
“ ) f . . L

-4 -2 o 2 4 6 8 10

UTrer

o (w1 =
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PNL

[m] =P = =
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PNL

NN
%

N\

2F
L
-4 2

4

] = = = £ DA

D.R.Rossetto Otimizacado - Modelos e Métodos



PNL

&
~o

4 2 o 2 a 6 8 10

Figura : Solucdo Otima

UTrer

o (w1 =
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PNL

S
~U

4 2 o 2 a 6 8 10

Figura : Solucdo Otima

A solugdo estd na ((nica) intersecgdo:

X12—|-X22 = C

22 o2
(X1363) + (X2252) -1

o (w1 =
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PNL

TN

4 2 o 2 a 6 8 10

o
-

Figura : Solucdo Otima

A solugdo estd na ((nica) intersecgdo:

X12 + x22 = C )C(*:_
(=3 | (=2? _ N
% T =1 fx)=... .o, ... .-
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PNL

» Quando é possivel resolver o problema graficamente?

o (w1 =
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PNL

» Quando é possivel resolver o problema graficamente?

» E se o nimero de restricGes aumenta?

o (w1 =
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PNL

» Quando é possivel resolver o problema graficamente?
» E se o nimero de restricGes aumenta?

» Como desenvolver métodos?

o (w1 =
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PNL

» Quando é possivel resolver o problema graficamente?

» E se o nimero de restricGes aumenta?
» Como desenvolver métodos?

» (Sequéncia de subproblemas mais ficeis.)

o (w1 =
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Base teodrica

Um problema de otimizacdo irrestrita é definido como

minimizar f(x)
sujeito a x € R"

onde a fungdo objetivo f : R” — R é continua em R”.

UTrer

o (w1 =
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Base teodrica

minimizar f(x) = (1 — 2x)? 4 x?

sujeito a x € R

=} F = = 12N G4
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Base teodrica

minimizar f(x) = (1 — 2x)? 4 x?

sujeito a x € R

» Quem s3o “os candidatos” a solucdo deste problema?

o (w1 =
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Base teodrica

minimizar f(x) = (1 — 2x)? 4 x?

sujeito a x € R

» Quem s3o “os candidatos” a solucdo deste problema?

» Qual o critério para decidir se um ponto é ponto de minimo
ou ponto de maximo?

o (w1 =
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Base teodrica

Exemplo 4

minimizar  f(x) = (x1)® + 4(x2)? — 4x1 — 8x2

sujeito a x € R

=} F = = 12N G4
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Base teodrica

Exemplo 4

minimizar  f(x) = (x1)® + 4(x2)? — 4x1 — 8x2

sujeito a x € R

» Quem s3o “os candidatos” a solucdo deste problema?

o (w1 =
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Base teodrica

Exemplo 4

minimizar  f(x) = (x1)® + 4(x2)? — 4x1 — 8x2

sujeito a x € R

» Quem s3o “os candidatos” a solucdo deste problema?

» Qual o critério para decidir se um ponto é ponto de minimo
ou ponto de maximo?

o (w1 =
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Método Grafico
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Figura : Gréfico

Figura : Curvas de Nivel

12N G4
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Base teodrica

Teorema (condi¢do necessaria de 12 ordem)

Seja f : R" — R diferencidvel no ponto x* € R". Se x* é um
minimizador local de f, ent3o

Vi(x*)=0.

o (w1 =
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Base teodrica

Teorema (condi¢do necessaria de 12 ordem)

Seja f : R" — R diferencidvel no ponto x* € R". Se x* é um
minimizador local de f, ent3o

» Para um problema com n varidveis é simples resolver
Vf(x) =07

o (w1 =
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Base teodrica

Exemplo 4

minimizar f(x) = (x1)? + 4(x2)? — 4x; — 8x2

sujeitoa x €R

Observe que

v (5 s )

o (w1 =
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Base teodrica

Definicao

Um ponto x* € R" que cumpre a condi¢do acima é dito ponto
critico ou estacionario da fungdo f.

o (w1 =
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Base teodrica

Definicao

Um ponto x* € R" que cumpre a condi¢do acima é dito ponto
critico ou estacionario da fungdo f.

» Algoritmos devem procurar pontos criticos!!!

o (w1 =
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Base teodrica

Teorema (condigcao necessaria de 2? ordem)

Seja f : R" — R duas vezes diferencidvel no ponto x* € R". Se
x* € um minimizador local de f, entdo a matriz Hessiana de f no
ponto x* é semidefinida positiva, isto é,

(d, V*f(x*)d) > 0,

para todo d € R".

UTrrr

o (w1 =
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Base teodrica

Teorema (condicao suficiente de 27 ordem)

Seja f : R" — R duas vezes diferencidvel no ponto x € R". Se x*
é um ponto estaciondrio da fungio f e V2f(x*) é definida positiva,
entdo x* é minimizador local estrito de f.

o (w1 =
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Base teodrica

Exemplo 4

minimizar f(x) = (x1)? + 4(x2)? — 4x; — 8x2

sujeitoa x €R

Observe que

V2F(x) = ( g g )

o (w1 =
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Base teodrica

» Devemos andar por direcoes que nos levem a pontos criticos.

o (w1 =
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Base teodrica

» Devemos andar por direcoes que nos levem a pontos criticos.

» Devemos andar por direcGes que nos levem a pontos com
valor da fungdo objetivo menor que o valor no ponto atual.

o (w1 =
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Base teodrica

Definicao

Considere uma funcdo f : R” — R um ponto x € R" e uma
direcdo d € R". Dizemos que d é uma direc3o de descida para f, a
partir de x, quando existe um § > 0 tal que f(x + td) < f(x), para
todo t € (0,9).

=} F = = £ DA
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Base teodrica

Teorema

Se (Vf(x),d) < 0, entdo d é uma dire¢do de descida para f, a
partir de x.

o (w1 =
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Base teodrica

Seja f : R" — R diferencidvel. Ent3o,

(i) d = —Vf(x) é diregdo de descida;

(ii) Entre todas as diregGes de descida d = —Vf(x) é a diregdo
de maxima descida;

o (w1 =
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Método do Gradiente

Algoritmo 3 Método do Gradiente

1: Dado xp € R", k=0

2: REPITA enquanto V£ (x¥) #0

3. Defina d¥ = —Vf(x¥)

4:  Defina o tamanho do passo 6 > 0 (obtenha um adequado)
5. Faca xkt1 = xk + 6, d*

6: k=k+1

[m] =P = =
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Método do Gradiente

Figura : Cauchy: 1789-1857

o (w1 =
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Método do Gradiente

Exemplo 4

minimizar  f(x) = (x1)? + 4(x2)? — 4x; — 8x,

sujeitoa x €R

o (w1 =
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Método do Gradiente

Iteracdo 0 J

Como Vf(x) = < ;ﬁl _g >
y —

Aproximac3o inicial,

o (w1 =
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Método do Gradiente

Iteracdo 0

Como Vf(x) = < ;ﬁl _g >
y —

Aproximac3o inicial,

X0 = ( : ) VA (x0)

)
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Método do Gradiente

Iteracdo 0

Como Vf(x) = < ;ﬁl _g >
y —

Aproximac3o inicial,

X0 = ( : ) VA (x0)

)
D.R.Rossetto Otimizacado - Modelos e Métodos



Método Gradiente

Iteracdo 1 |

» Diregdo: d° = —VF(x%) = ( g )

o (w1 =
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Método Gradiente

Iteracdo 1 |

» Diregdo: d° = —VF(x%) = ( g )

» Novo ponto:

0 4
1_ .0 0 _
Xt =X +9d—<0>+0<8>

o (w1 =
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Método Gradiente

» Passo: se § = 0.25

o (w1 =
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Método Gradiente

» Passo: se § = 0.25

» Novo ponto:

0 4 1
1_,0 0 _ _
x—x+90d—<0)+0.25<8>—(2>

[m] =P = =
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Método Gradiente

» Passo: se § = 0.25

» Novo ponto:

0 4 1
1_ .0 0 __ B
X+t = x" + 6pd —<O)+O.25(8>_(2>

» E ponto critico? Vi(xt) = < _82 >

= = =

)
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Método Gradiente

Passo: se § = 0.25

v

v

Novo ponto:

1_ .0 0 __ B
xt = x0 + fod _<0)+0.25(8>_(2>

E ponto critico? Vi(xt) = < _82 >

v

> f(x%) =0e f(x!)=-3

o = = =

)
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Método Gradiente

Iteracdo 2 |

» Diregdo: d! = —Vf(x!) = ( —28 >

o (w1 =
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Método Gradiente

Iteracdo 2 |

» Diregdo: d! = —Vf(x!) = ( —28 >

» Novo ponto:

1 2
2 _ .1 1_
xc=x"+06d —<2>+0<_8)

o (w1 =
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Método Gradiente

» Passo: se § = 0.25

o (w1 =
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Método Gradiente

» Passo: se § = 0.25

» Novo ponto:

x2:x1+9d1:<

N =
~_
+
©
N
o1
7N
|
ooN
~_
Il
7N
—
o -
(€]
"

[m] =P = =
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Método Gradiente

» Passo: se § = 0.25

» Novo ponto:

1 2 1,5
2 _ 1 1_ _ ;
x_x+9d_<2>+0.25<_8)_(0>

» E ponto critico? Vf(x?) = < B

= & = =
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Método Gradiente

Passo: se 8 = 0.25

v

v

Novo ponto:

1 2 1,5
2 1 1 )
x—x+9d—<2>+0.25< 8)_(0>

E ponto critico? Vf(x?) = < :é >

v

v

f(x') = -3 e f(x?)=-3,75

[m] =P = =

)
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Método Gradiente

Iteracdo 3 )

» Diregdo: d? = —Vf(x?) = ( é )

o (w1 =
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Método Gradiente

Iteracdo 3 )

» Diregdo: d? = —Vf(x?) = ( é )

» Novo ponto:

1 2
3_.2 2 _
x> =x“+0d —<2>+0<_8)

o (w1 =
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Método Gradiente

» Passo: se § = 0.25

o (w1 =

D.R.Rossetto Otimizacado - Modelos e Métodos

i
it
N
el
]



Método Gradiente

» Passo: se § = 0.25

» Novo ponto:

1,5 1 1,75
3_,.2 2 _ 9 _ )
x—x+9d—<0>+0.25<8>—< 5 )

[m] =P = =
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Método Gradiente

» Passo: se § = 0.25

» Novo ponto:

L5 1 1,75
3 .2 2 , - 7
x—x+9d—<0>+0.25<8>_< X )

» E ponto critico? V£ (x3) = < —2,5 >

=] = _ _

)
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Método Gradiente

Passo: se §# = 0.25

v

v

Novo ponto:

1,5 1 1,75
3_ .2 2 s B 7
x—x+9d—<0>+0.25<8>_< X )

E ponto critico? V£ (x3) = < _%5 >

v

> f(x2) =_375¢e f(x3) — 3,03

[m] = = -

)
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Método Gradiente

@ Quantas vezes repetimos este processo?

] = = £ DA
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Método Gradiente

@ Quantas vezes repetimos este processo?

© Quando parar?

] = = £ DA
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Método Gradiente

@ Quantas vezes repetimos este processo?

© Quando parar?

© Fizemos a melhor escolha para o tamanho do passo?

] = = £ DA
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Método Gradiente

Varia'§fo da Fun'§'fo Varla™§'€0 do Gradiente
0 9
88
;
"
2
“
3
M
40 5 10 15 2 2% 0 3¢ 60 5 10 15 2 2% kY 3
(a) Variagdo da Func¢io (b) Variagdo do Gradiente
[m] =P = =
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Método Gradiente

Solucdao Otima

o (w1 =
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Os precursores

(c) C. C. Gonzaga - (d) J. M. Martinez -
UFRJ e UFSC UNICAMP

d

(e) C. Humes - USP (F) A IUSEM - IMPA _ . — =5
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> International Symposium on Mathematical Programming
(2006- Rio de Janeiro)
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> International Symposium on Mathematical Programming
(2006- Rio de Janeiro)

» SIAM

[m] =P = =
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> International Symposium on Mathematical Programming
(2006- Rio de Janeiro)

» SIAM

» Brazilian Workshop on Continuous Optimization (2016 -
Manaus)

[m] =P = =
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Onde e com Quem Estudar

l Wi

(a) R. Andreani (b) S. A. Santos (c) P. J. S. Silva

Figura : UNICAMP

=} F = = 12N G4
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Onde e com Quem Estudar

(a) B. F. Svaiter (b) M. Solodov

Figura : IMPA

=} F = = £ DA

D.R.Rossetto Otimizacao - Modelos e Métodos



Onde e com Quem Estudar

» USP: E. Birgin, G. Haeser

o (w1 =
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Onde e com Quem Estudar

» USP: E. Birgin, G. Haeser

» UFPR: Y. Juan, E. W. Karas

o (w1 =
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Onde e com Quem Estudar

» USP: E. Birgin, G. Haeser
» UFPR: Y. Juan, E. W. Karas

» UFSC: M. A. Marques, J. B. Francisco

[m] =P = =
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Onde e com Quem Estudar

v

USP: E. Birgin, G. Haeser

v

UFPR: Y. Juan, E. W. Karas

v

UFSC: M. A. Marques, J. B. Francisco

v

UFG: O. P. Ferreira, J. Y. B. Cruz

[m] =P = =
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"Todo matemdtico que n3o é um pouco poeta, nunca serd um
matemdtico completo.” (Weierstrass)

Feliz dia da Matematica!!!
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