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1 INTRODUCAO

O curso de Licenciatura em Matematica da UTFPR Campus Toledo € um
curso novo, visto que teve inicio no segundo semestre do ano de 2011, apresentando
hoje seis turmas num total de 110 alunos.

Tem como preocupacoes preparar o académico para o exercicio do Ma-
gistério no Ensino Fundamental e Médio, bem como formar pesquisadores em Ma-
tematica, Educacdao Matematica, Matematica Aplicada e Estatistica, que tenham uma
postura critica e reflexiva.

Diante dessas preocupacoes a lll Semana da Matematica - Ill SEMAT se
propdem a trazer renomados professores pesquisadores em educacao matematica,
matematica pura e aplicada para compartilhar conhecimentos e trocar experiéncias.
Uma das metas do evento é propiciar a aproximagao entre académicos, pesquisadores
e professores de matematica, buscando ampliar a relagao do curso com as demais
instituicoes de ensino.

Eventos desta natureza trazem reflexdes por abordarem temas atuais de
grande relevancia para os académicos e professores do curso além dos demais par-
ticipantes. Para isso, os convidados apresentarao palestras, mesas redondas e ofici-
nas. O evento proporcionara, ainda, a oportunidade de se formarem novos grupos,
parcerias e contatos, em ambito nacional e regional, para o desenvolvimento de novos
projetos de pesquisa e extensao.

2 HISTORICO DO EVENTO

O curso de Licenciatura em Matematica do Campus Toledo iniciou-se em
2011/2 e realizou no ano de 2013 a | Semana da Matematica — | SEMAT, que con-
tou com a presenca de 100 participantes. Evento este que proporcionou troca de
experiéncias e integracao, além disso, foram apresentadas comunicagoes cientificas,
espaco considerado essencial para formacgao de intelectuais criticos.

Em outubro de 2014 a Semana da Matematica realiza sua segunda edicéao
contando com 126 inscritos e a participacao de professores de outras institui¢oes.

UNIVERSIDADE TECNOLOGICA FEDERAL DO PARANA
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3 OBJETIVOS

A Il SEMAT teve como objetivo possibilitar a integracao dos saberes (Educacao,

Educacao Matematica, Matematica Pura e Aplicada) além de compartilhar experiéncias
e conhecimentos entre estudantes (de Instituicoes Publicas e Privadas) e Professores
e/ou Pesquisadores do Brasil, especialmente do estado do Parana e mais especifica-
mente da regiao oeste, favorecendo a formacao continuada para os académicos do
curso e mostrando-lhes os caminhos que podem ser percorridos para o desenvolvi-
mento de pesquisas nos mais diferentes campos da Matematica. O evento também
propiciara por meio das apresentacoes orais a divulgacao das pesquisas e trabalhos
produzidos pelos académicos e demais participantes.

4 PUBLICO-ALVO

Graduandos, pdés-graduandos e Profissionais das areas de Educacgao, Educacao
Matematica, Matematica Pura e Matematica Aplicada.

5 PERIODO DE REALIZACAO

O evento foi realizado nos dias 04, 05, 06, 07 e 08 de maio de 2015. No dia
04 as atividades foram realizadas no auditério da Pontificia Universidade Catdlica do
Parana - PUC, Campus Toledo e nas salas de aula do Campus da UTFPR Toledo nos
demais dias.

6 PERIODICIDADE DO EVENTO

Esta foi a Ill Semana da Matematica do Campus da UTFPR Toledo. O
evento repetir-se-a anualmente.

UNIVERSIDADE TECNOLOGICA FEDERAL DO PARANA
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7 REALIZACAO

O evento foi realizado pela Universidade Tecnoldgica Federal do Parana
(UTFPR) sob a responsabilidade da comissao organizadora, nomeada pelo colegiado
de curso em reunido realizada no dia 22 de outubro de 2014, Ata no 9/2014-COMAT,
e designando como coordenador o professor Dr. Wilian Francisco de Araujo.

8 COMISSAO ORGANIZADORA

A Comissao Organizadora do evento (Tabela 1) foi composta por professo-
res — Doutores e Mestres - pertencentes ao quadro permanente da UTFPR, Campus
Toledo e por académicos do curso de Licenciatura em Matematica.

Tabela 1: Componentes da Comissao Organizadora do Evento

DOCENTES UNIVERSIDADE
Prof. Dr. Wilian Francisco de Araujo UTFPR — campus Toledo Coordenador
Prof. Ma. Larissa Hadegorn Vieira UTFPR — campus Toledo Coordenadora

Prof. Me. Adriano Gomes de Santana UTFPR — campus Toledo
Prof. Ma. Jahina Fagundes de Assis | UTFPR — campus Toledo
Hattori
Prof. Me. Renato Francisco Merli UTFPR — campus Toledo

9 COMISSAO CIENTIFICA

A Comissao Cientifica do evento (Quadro 2) foi composta por professores
pertencentes ao quadro permanente da UTFPR, Campus Toledo.

10 COMISSAO DE PARECERISTAS

A Comissao de pareceristas do evento (Quadro 3) foi composta por profes-
sores pertencentes ao quadro permanente da UTFPR, Campus Toledo e de convida-
dos externos.

UNIVERSIDADE TECNOLOGICA FEDERAL DO PARANA
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Tabela 2: Componentes da Comissao Cientifica do Evento

DOCENTES

UNIVERSIDADE

Prof. Me. Adriano Gomes de Santana

UTFPR — campus Toledo Presidente

Prof. Ma. Larissa Hagedorn Vieira

UTFPR — campus Toledo

Prof. Ma. Jahina Fagundes de Assis
Hattori

UTFPR — campus Toledo

Prof. Dr. Wilian Francisco de Araujo

UTFPR — campus Toledo

Tabela 3: Componentes da Comissao de Pareceristas do Evento

DOCENTES

UNIVERSIDADE

Prof. Me.Adriano Gomes de Santana

UTFPR — campus Toledo Presidente

Prof2. Dr2. Barbara W. Diesel Novaes

UTFPR — campus Toledo

Prof. Me. Cezar Ricardo de Freitas

UTFPR — campus Toledo

Prof. Ma. Dione Ines Christ Milani

UTFPR — campus Toledo

Prof. Dr. Eleomar Cardoso Junior

UTFPR — campus Toledo

Prof. Ma. Jahina Fagundes de Assis
Hattori

UTFPR — campus Toledo

Prof. Ma. Larissa Hagedorn Vieira

UTFPR — campus Toledo

Prof. Me. Leandro Antunes

UTFPR — campus Toledo

Prof. Me. Marcio Paulo de Oliveira

UTFPR — campus Toledo

Prof. Ma. Marcia Regina Piovesan

UTFPR — campus Toledo

Prof. Me. Renato Francisco Merli

UTFPR — campus Toledo

Prof. Dr. Rodolfo Eduardo Vertuan

UTFPR — campus Toledo

Profé. Dr2. Rosangela A. B. Assumpc¢ao

UTFPR — campus Toledo

Profé. Dr?. Vanessa Largo

UTFPR — campus Toledo

Prof. Dr. Wilian Francisco de Araujo

UTFPR — campus Toledo

11 CRONOGRAMA DO EVENTO

PALESTRA DE ABERTURA - Matematica, tecnologias e Possibilidades

» Profa. Dra. Carmen Vieira Mathias - UFSM - Universidade Federal de Santa

Maria, Santa Maria/RS.

PALESTRA DE ENCERRAMENTO - Um pouco da Matematica por tras dos Origa-

mis

» Prof. Dr. Marcelo Escudeiro Hernandes - UEM - Universidade Estadual de Ma-

ringa, Maringa/PR.

UNIVERSIDADE TECNOLOGICA FEDERAL DO PARANA
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Tabela 4: Cronograma do Evento

Data

Horario

Programacao

Local

04/05/2014

14h00 as 16h00

Minicurso da tarde A

18h00 as 19h00

Inscrigoes e entrega de material

19h00 as 20h00

Solenidade de abertura

20h00 as 21h00

Palestra de abertura

21h00 as 21h20

Coffee break

21h20 as 22h30

Palestra 1

UTFPR

PUC

05/05/2014

14h00 as 16h00

Minicurso da tarde A

19h00 as 20h40

Minicurso A

20h40 as 21h00

Coffee break

21h00 as 22h30

Minicurso B

UTFPR

06/05/2014

14h00 as 15h00

Minicurso da tarde A

15h00 as 18h00

Minicurso da tarde B

19h00 as 20h40

Minicurso A

20h40 as 21h00

Coffee break

21h00 as 22h30

Minicurso B

UTFPR

07/05/2014

14h00 as 16h00

Minicurso da tarde Ae B

19h00 as 21h00

Apresentacoes orais dos professores

21h00 as 21h20

Coffee break

21h20 as 22h30

Apresentacoes orais dos alunos

UTFPR

08/05/2014

14h00 as 16h00

Minicurso da tarde A

19h00 as 21h00

Palestra de encerramento

21h00 as 23h00

Jantar por adesao

UTFPR

PALESTRA 1 - Diversificacao de tarefas no Ensino de Matematica

» Profa. Dra. Janecler Aparecida Amorin Colombo - UTFPR - Universidade Tec-

noldgica Federal do Parana - Campus Pato Branco, Pato Branco/PR

MINICURSO DA TARDE A

1TA) Prof. Dr. Wilian Franciso de Araujo - UTFPR - Universidade Tecnoldgica Federal
do Parana - Campus Toledo, Toledo/PR.
Titulo: Sim, precisa demonstrar

MINICURSO DA TARDE B

1TB) Prof.

nolégica Federal do Parana - Campus Toledo, Toledo/PR.
Titulo: Introducao ao Lego Mindstorms

Me. Jorge Augusto Vasconcelos Alves - UTFPR - Universidade Tec-

UNIVERSIDADE TECNOLOGICA FEDERAL DO PARANA
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MINICURSOS A

1A) Prof. Me. Rubens Ferronato - Brink Mobil Equipamentos Educacionais LTDA.
Titulo: O Ensino da Matematica na Educacao Inclusiva

2A) Prof. Dra. Diane Rizzotto Rossetto - UTFPR - Universidade Tecnolégica Federal
do Parana - Campus Curitiba, Curitiba/PR.
Titulo: Otimizacao - Modelos e Métodos

3A) Prof. Me. Adriano Gomes de Santana - UTFPR - Universidade Tecnologica Fede-
ral do Parana - Campus Toledo, Toledo/PR.
Titulo: Um minicurso nao linear de LaTeX

MINICURSOS B

1B) Prof. Dr. Eleomar Cardoso Junior - UTFPR - Universidade Tecnoldgica Federal
do Parana - Campus Toledo, Toledo/Pr.
Titulo: Introducao a estabilidade de sistemas autbnomos planos e modelos para
interacao populacional

2B) Prof. Me. Gilberto Souto - UTFPR - Universidade Tecnoldgica Federal do Parana
- Campus Pato Branco, Pato Branco/PR
Titulo: Aplicacoes utilizando Geometria Plana e Espacial na interpretacao da
Resolucao de Problemas

12 TRABALHOS COMPLETOS

Na sequéncia sao apresentados os trabalhos publicados nesta edicdo da
SEMAT.

UNIVERSIDADE TECNOLOGICA FEDERAL DO PARANA
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BREVE SINTESE DO DESENVOLVIMENTO DA GEOMETRIA HIPERBOLICA

Anderson Ervino Schwertner’
Universidade do Minho (Portugal)
andersonschwertner@hotmail.com

INTRODUGAO
“A esséncia da matematica estda em sua liberdade.” (Georg Cantor, apud
EVES, 1995, p.545).

O surgimento da Geometria Hiperbdlica e a sua posterior consolidagao foi um ponto
de ruptura no pensamento matematico tradicional, endossada pela teoria do espago de
Kant?.

Tal como afirma Howard Eves: “Uma consequéncia de alcance muito maior [do
surgimento das geometrias ndo-euclidianas] foi a libertagdo da geometria de seus moldes
tradicionais” (1995, p.544), e ndo s6 da geometria, mas sim, causando uma verdadeira
revolugdo na Matematica como um todo, inaugurando novas formas de fazer matematica,
fazendo imergir a necessidade de uma nova axiomatica, rompendo a ideia generalizada da
Matematica como algo pronto e estético a ser descoberto e alicergando-a como um produto
do pensamento humano, entre outros. (ESTRADA, 2000; EVES, 1995).

Procurando compreender o desenvolvimento do processo que desencadeou
tamanha revolugéo, este artigo busca apresentar de maneira clara e concisa os principais
acontecimentos que fulguraram neste periodo de cerca 2.300 anos, que separam Euclides
de Alexandria, e o seu famoso livro “Elementos”, da axiomatica proposta por David Hilbert,
em 1899, através de uma abordagem suportada pela metodologia de reviséo bibliografica.

O presente artigo constitui-se uma adaptagcdo de um trabalho complementar
apresentado na unidade curricular de Historia do Pensamento Matematico, ministrada pelo
Professor Doutor Jodo Caramalho Domingues (UMINHO), ao qual desde ja agradego pelo
auxilio e revisdo deste material. Também gostaria de registrar meu agradecimento ao

Professor Doutor Rodolfo Vertuan (UTFPR), pelas preciosas dicas fornecidas.

' Aluno do curso de Licenciatura em Matematica da Universidade do Minho (UMINHO). Bolsista do
Programa de Licenciaturas Internacionais da Coordenagao de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel
Superior (PLI-CAPES).

2 A teoria do espago e do tempo de Immanuel Kant (1724-1804) tem como principio fundamental a
ideia de que o espago € uma estrutura ja existente no espirito humano, sendo os postulados da
geometria euclidiana inerentes ao espirito e sem os quais seria impossivel alcangar resultados fiaveis
sobre o espacgo. (EVES, 1995).

UNIVERSIDADE TECNOLOGICA FEDERAL DO PARANA.
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Os ELEMENTOS DE EUCLIDES E O QUINTO POSTULADO

Euclides foi um matematico grego que viveu entre os séculos IV e lll a. C., sabe-se
muito pouco sobre sua vida, supbe-se que foi professor no recém-fundado Museu em
Alexandria e também que tenha estudado com discipulos de Platdo ou até mesmo na
prépria Academia em Atenas. Com base em relatos de matematicos e historiadores
posteriores, acredita-se que tenha escrito pelo menos dez obras, das quais apenas cinco
chegaram aos dias atuais relativamente completas. (KATZ, 2009; STRUIK, 1992; BOYER,
1996).

Seu maior feito foi reunir, organizar e sistematizar grande parte do conhecimento
matematico elementar da época em 13 volumes, chamados de “Elementos”. Para tal feito,
considerou inicialmente catorze “axiomas”, sendo nove nogdes comuns e cinco postulados?:
Postulados:

1. Tracgar uma linha reta de qualquer ponto a qualquer ponto;
Prolongar uma reta limitada, continuamente, em linha reta;
Descrever um circulo com quaisquer centro e distancia;

Todos os angulos retos sao iguais entre si;

o M 0D

Se uma reta incidente em duas retas fizer os angulos interiores do um mesmo lado
menores do que dois angulos retos, as duas retas, se prolongadas ilimitadamente,
encontram-se no lado no qual estdo os angulos menores do que dois angulos retos.
Nogbes comuns:
1. Coisas iguais a mesma coisa sdao também iguais entre si;
Se a iguais se adicionarem iguais, os todos serao iguais;
Se aiguais se subtrairem iguais, os restos serao iguais;
Se a iguais se adicionarem desiguais, os todos serado desiguais;
Os dobros da mesma coisa sao iguais entre si;
As metades da mesma coisa s&o iguais entre si;
Coisas que se ajustam uma a outra sao iguais entre si;

O todo é maior que a parte;

© ©® N o ok~ 0D

Duas retas ndo contém uma area.
Os quatro primeiros postulados sao intuitivos e de facil verificagdo, porém o quinto,
devido a sua complexidade, gerou diversas discussdes e divergéncias, ndo sendo aceito de

3 Neste trabalho, adotei a versdo apresentada pelo Prof.° Dr.° Jodo Caramalho Domingues em suas
notas de aula da unidade curricular de Historia do Pensamento Matematico, na Universidade do
Minho (Portugal).

UNIVERSIDADE TECNOLOGICA FEDERAL DO PARANA.
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imediato como um postulado, mas sim como uma propriedade resultante da combinagao
dos quatro primeiros postulados. O préprio Euclides evitava ao maximo fazer uso do
mesmo, utilizando-o somente quando os outros axiomas ndo conseguiam substitui-lo, mais
especificamente, adiou sua utilizagdo até a proposicao 29 do livro I. Muitos matematicos
possuiam esta visdo e tentaram, sem obter sucesso, demonstrar a dependéncia do quinto
postulado com relagdo aos anteriores. Estes estudiosos deram os primeiros passos rumo a
Geometria Hiperbdlica. Veremos a seguir a colaboragcdo de alguns desses matematicos.
(CARMO, 1997; EVES, 1995; STRUIK, 1992; ESTRADA, 2000).

AS TENTATIVAS ARABES E PERSA

O fisico e matematico arabe Ibn al-Haytham (aprox. 965-1039 d.C.), mais conhecido
como Alhazem, procurou demonstrar a independéncia do 5° postulado de Euclides através
do método de redugao ao absurdo. Para tal, considerou o quadrilatero ABCD, cujos angulos
em A, B e C sao retos, e assumiu também que o lugar geométrico de um ponto que se move
de modo a permanecer equidistante a uma reta dada €, impreterivelmente, paralela a reta
considerada. Contudo, este argumento é equivalente ao 5° postulado, desacreditando sua
demonstragdo. (BOYER, 1996; ESTRADA, 2000; KATZ, 2009).

Figura 1 — Quadrilatero adotado por Alhazem.
D c

Fonte: O autor.

Omar Khayyam (1048-1131 d.C.), um matematico persa, também se interessou por
tentar provar o postulado das paralelas. Considerou um quadrilatero ABCD, com angulos
retos em A e B e as arestas AD e BC de mesmo comprimento. Provou inicialmente que os
angulos em C e D devem ser iguais, restando entéo trés alternativas:

i) C e D séao agudos;
ii) C e D séo retos;
iii) C e D sao obtusos.

Facilmente verificou que o terceiro caso levava a uma contradicdo e, tomando por
pressuposto que duas retas que se aproximam indefinidamente se interceptam, mostrou que
o0 caso em que C e D sdo agudos também leva a uma contradi¢do, o que demostrava a

proposicao 29 do livro | e consequentemente o postulado 5. Entretanto, sua premissa era

UNIVERSIDADE TECNOLOGICA FEDERAL DO PARANA.
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equivalente ao 5° postulado, o que também invalidou sua demonstragdo. (BOYER, 1996;
ESTRADA, 2000; KATZ, 2009).

Figura 2 — Quadriladtero de Khayyan.
D G

AD=BC

all Upg
Fonte: O autor.

Ja no século Xl d.C., Nasir ad-Din at-Tusi (1201-1274 d.C.), mais conhecido por
Nasiredin, notou falhas nas demonstragdes de Alhazem e de Khayyam e se empenhou em
tentar demonstrar o postulado, valendo-se do quadrildtero de Kayyam. Nasiredin também
ndo obteve sucesso, uma vez que repetiu o erro de seus antecessores, tomando como
axioma uma afirmagdo equivalente ao quinto postulado de Euclides. (BOYER, 1996;
ESTRADA, 2000; KATZ, 2009).

Os PRIMEIROS RESULTADOS DA NOVA GEOMETRIA

Giovanni Saccheri (1667-1733 d.C.) foi padre jesuita, professor de filosofia na
Universidade de Turim e posteriormente, lecionou matematica na Universidade de Padua. A
sua obra de maior importancia foi “Euclides ab omni naevo vindicatus”, isto &, “Euclides livre
de toda falha”, publicado no ano de sua morte. Nesta obra, Saccheri aceita os quatro
primeiros postulados e as vinte e oito primeiras proposi¢des deles decorrentes*. Valendo-se
da légica, do método de redugdo ao absurdo e do quadrildtero de Khayyan® (Figura 2),
procura demonstrar o quinto postulado. (BOYER, 1996; ESTRADA, 2000; KATZ, 2009).

De modo analogo a Khayyan, considera trés hipoteses para os angulos C e D
(ambos retos ou agudos ou obtusos), verifica facilmente que a hipétese do angulo obtuso
leva a um absurdo, demostra que a hipétese do angulo reto é equivalente ao 5° postulado
de Euclides, contudo, desconcertado com a dificuldade encontrada em descartar a hipotese
do angulo agudo, acaba por afirmar que:

A hipétese do angulo agudo é absolutamente falsa; porque é repugnante a
natureza das linhas retas. (Saccheri, apud Katz, 2009, p.693).
E importante salientar que Saccheri, ao tentar provar a inconsisténcia da hipétese do

angulo agudo, encontrou diversos teoremas da Geometria Hiperbdlica, entretanto, por estar

4 Este conjunto de postulados e proposigdes € conhecido por descrever a Geometria Absoluta, isto &,
propriedades que se verificam em qualquer geometria.
® Tal quadrilatero, ficou conhecido posteriormente por Quadrilatero de Saccheri.
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procurando uma contradicdo, possivelmente acabou por ndo perceber a relevancia de seus
resultados. (BOYER, 1996; ESTRADA, 2000; KATZ, 2009).

Poucos anos depois, Johann Lambert (1728-1777 d.C.), um matematico de grande
prestigio natural da Alsacia, também tentou provar a dependéncia do quinto postulado de
Euclides. Em seu trabalho “Die theorie der Parallellinien”, publicado em 1786, Lambert utiliza
um artificio semelhante ao de Saccheri e adota como construgcao auxiliar o Quadrilatero de
Alhazem (Figura 1), que a partir de entdo, ficou conhecido como Quadrilatero de Lambert.
(BOYER, 1996).

Lambert explorou as hipoteses do angulo agudo e do angulo obtuso, sendo muito
mais prolifero que Saccheri ao estabelecer novos teoremas, descobrindo tanto proposicoes
relativas a Geometria Hiperbdlica quanto da Geometria Esférica. Lambert também supés, a
partir das propriedades encontradas no caso do angulo agudo e de sua familiaridade com a
Trigonometria Esférica, que esta se verificava sobre uma esfera de raio imaginario. Tal
suposicdo mostrou-se correta posteriormente, com as investigacdes de Franz Taurinus
(1794-1874 d.C.). (BOYER, 1996; ESTRADA, 2000; KATZ, 2009).

Adrien-Marie Legendre (1752-1833 d. C.) ganhou muito prestigio por sua obra
“Elements de géométrie’, no qual simplifica de modo sistematico e rigido, muitas das
proposi¢des presentes nos “Elementos de Euclides”. Seu trabalho teve tanta influéncia, que
substituiu a obra de Euclides no estudo da geometria em diversos paises da Europa e nos
Estados Unidos da América durante muitas décadas. Foi nesta obra também, que Legendre
tentou provar o quinto postulado com base nos outros quatro, porém n&o obteve sucesso.
Contudo, assim como Saccheri e Lambert, encontrou diversos teoremas da Geometria
Hiperbolica. (BOYER, 1996; ESTRADA, 2000).

UMA NOVA GEOMETRIA: A GEOMETRIA HIPERBOLICA

O primeiro matematico a acreditar na independéncia do quinto postulado de Euclides
foi, muito provavelmente, Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855 d.C.), um dos maiores
matematicos de todos os tempos. Acredita-se que tenha tomado conhecimento do
“Problema das Paralelas” ainda com 15 anos de idade e inicialmente tentou demonstra-lo,

contudo logo se convenceu que nao era possivel. Gauss néo publicou nada acerca de uma

¢ “Problema da Paralelas” € como ficou conhecido o problema da demonstragdo da dependéncia, ou
nao, do quinto postulado de Euclides em relagdo aos demais. E possivel que a alcunha “Problema
das Paralelas” tenha-se originado do enunciado do postulado de Playfair, equivalente ao quinto
postulado de Euclides, o qual afirma que: “Por um ponto exterior uma reta passa uma e uma so reta
paralela a dada.” (ESTRADA, 2000).
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geometria ndo-euclidiana, porém em diversas cartas trocadas com matematicos da época,
diz-se convencido que exista tal geometria e que esta é consistente, tendo ele mesmo
encontrado diversos resultados, que vieram a ser teoremas da Geometria Hiperbdlica.
(BOYER, 1996; ESTRADA, 2000; EVES, 1995; STRUIK, 1992).

Nikolai Lobachewski (1792-1586 d.C.), professor e matematico russo da
Universidade de Kazan, dedicou mais de vinte anos de sua vida ao estudo da Geometria
Hiperbdlica, cabendo a ele a primeira apresentagao publica acerca desta nova geometria,
ocorrida em 1826 para a Sociedade de Fisica-Matematica de Kazan, e também a publicacao
do primeiro livro sobre Geometria Hiperbdlica em 1829. Infelizmente, devido a
impopularidade da lingua russa no exterior e a diversos outros fatores, o trabalho de
Lobachewski foi praticamente ignorado pela comunidade cientifica durante muitos anos.
(BOYER, 1996; ESTRADA, 2000; EVES, 1995; KATZ, 2009).

Assim como seus predecessores, Lobachewsky tentou provar o quinto postulado de
Euclides sem obter sucesso. Entre 1823 e 1826, passou a considerar a hipétese do quinto
postulado ser realmente independente dos demais e ao negar a existéncia do quinto
postulado e substitui-lo pelo axioma: “Por um ponto dado P, fora de uma reta r, existem pelo
menos duas paralelas a essa reta r’’, acabou por descobrir de modo independente diversos
teoremas da Geometria Hiperbdlica. (BOYER, 1996; EVES, 1995).

Coincidentemente, ainda na primeira metade do século XIX, o oficial hungaro Janos
Bolyai (1802-1860 d.C.) obteve também os mesmos resultados de Lobachewsky. Janos era
filho de Farkas Bolyai, um antigo colega de universidade de Gauss e, assim como o pai,
interessou-se pelo “Problema das Paralelas”. (STRUIK, 1992).

Ao negar o quinto postulado em busca de uma contradicdo na Geometria Absoluta, o
que provaria sua dependéncia em relagdo aos demais postulados, Janos se depara com
uma grande quantidade de novos teoremas, consistentes entre si e reconhece de imediato a
importancia de seus resultados, diferentemente do que sucedeu a Saccheri. Em 1832,
Janos finalmente publica sua pesquisa, intitulada “Ciéncia do Espaco Absoluto”, como um
apéndice de um livro didatico escrito por seu pai: o “Tentamen”. (BOYER, 1996; EVES,
1995, STRUIK, 1992).

A consisténcia da hipétese do angulo agudo nao tardou em ser demonstrada por
Eugenio Beltrami (1835-1900 d.C.), Felix Klein (1849-1925 d.C.), Henry Poincaré (1854-
1912 d.C.) e diversos outros. O método utilizado consistiu da constru¢do de um modelo

onde os teoremas derivados da hipotese do dngulo agudo pudessem ser observados em um

 Posteriormente, tal axioma ficou conhecido por Axioma de Lobachewsky.
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espaco de Geometria Euclidiana, desta forma, qualquer contradicdo nos resultados
implicaria uma contradicdo na Geometria Euclidiana. Assim, tornou-se possivel também
demonstrar a independéncia do quinto postulado de Euclides. (ESTRADA, 2000; EVES,
1995).

Como ja dito anteriormente, os primeiros matematicos a explorar a Geometria
Hiperbolica e a definir suas propriedades foram Saccheri, Lambert, Gauss, Lobachewsky e
Bolyai. Tal geometria surge da adogdo dos quatro primeiros grupos da Axiomatica de
Hilbert®, dos quais o quinto grupo, o Axioma das Retas Paralelas, equivalente ao quinto
postulado de Euclides, € substituido pelo Axioma de Lobachewsky. (ESTRADA, 2000).

A Geometria Hiperbdlica desenvolve-se sob uma superficie que apresenta curvatura
negativa (Figura 3). Diversos modelos ja foram criados para melhor explicita-la, tais como: o
disco e o semiplano de Poincaré, a pseudoesfera de Beltrami e o disco de Klein. (ARCARI,
2008; ESTRADA, 2000; ZIEGLER, 2008).

Fonte: < http://www.matematicasdigitales.com/wp-content/uploads/Hiperboloide-de-una-hoja.png>.
A seguir, enumera-se alguns resultados caracteristicos da Geometria Hiperbdlica:

i) Por um mesmo ponto passam infinitas retas paralelas umas as outras;

i) Retas paralelas nunca sao equidistantes;

iii) A soma dos angulos internos de um triangulo € menor que 180° e, quanto
maior a area do triangulo, menor € a soma dos seus angulos internos;

iv) Se dois triangulos apresentam os trés angulos respectivamente iguais, entdo
os tridngulos sao congruentes. Isto é, além dos casos de congruéncia usuais
da Geometria Euclidiana (LLL, ALA, LAL), ha mais um caso de congruéncia, o
caso AAA;

8 David Hilbert (1862-1943 d.C.) foi um notavel matematico e l6gico alemio. Seu maior trabalho foi
publicado em 1899, intitulado “Fundamentos da Geometria”, onde propde uma exposi¢ao axiomatica
formal para a geometria. A Axiomatica de Hilbert substitui os cinco postulados de Euclides por um
conjunto de cinco grupos de axiomas, a saber: Axiomas de Incidéncia, Ordem, Congruéncia,
Continuidade e por fim Axioma das Paralelas. (ARCARI, 2008).
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v) A medida da circunferéncia de um circulo € maior do que 1T vezes o seu
didmetro;

vi) Nao existem retangulos na Geometria Hiperbdlica, as formas geométricas
mais préximas sao os Quadrilateros de Lambert e os Quadrilateros de
Saccheri. (ARCARI, 2008; ESTRADA, 2000; ZIEGLER, 2008).
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1 Introducao

Quando trabalhamos com conjuntos infinitos e nos perguntamos “Quantos elementos tem deter-
minado conjunto?”, muitos se contentam com a resposta “Infinitos elementos.”, porém nem todos os
conjuntos infinitos tém a mesma “quantidade de elementos” (mesma cardinalidade). Para responder a
pergunta inicial, precisamos primeiro formalizar o que é dois conjuntos terem a mesma cardinalidade.
Esse trabalho procura, além de fazer tal formalizagdo, dar diversos exemplos de conjuntos infinitos e
mostrar algum outro (geralmente N ou R) que tenha a mesma cardinalidade.

A linguagem usada foi pensada para alunos dos segundo e terceiro anos do ensino médio, e pro-
cura desenvolver a capacidade de abstracao dos alunos, podendo também ser interessante para alunos
dos primeiros semestres de cursos superiores nas areas de exatas. Assim sendo, o pré-requisito basico é o
contetdo de teoria dos conjuntos de ensino médio. E desejavel também algum conhecimento de propri-
edades basicas dos conjuntos numéricos (decomposi¢do em fatores primos, representagido em diferentes
bases, etc.).

Embora nao explicitado, é considerada a teoria dos conjuntos de Zermelo-Fraenkel com o axioma
da escolha (ZFC).

2 Funcoes

Teorema 1. Dados dois conjuntos A e B nao-vazios, existe uma funcao injetora de A em B se, e somente

se, existe uma fun¢ao sobrejetora de B em A.

Demonstragao. (=) Seja f : A — B injetora. Tome um a € A. Considere a fungio g : B — A definida
como g(y) =x,se y €Im f e f(z) =y, e g(y) = a caso contrario. E claro que g é sobrejetora.

(<) Seja f : B — A sobrejetora. Para cada y € A, considere o conjunto B, = {z € B : f(z) = y}, que
é ndo-vazio pois f é sobrejetora. Considere a func¢ao g : A — B tal que para cada y € A é fixado um
x € By de tal forma que g(y) = z. Como dados y1,y2 € A, se y1 # y» entdo By, N B,, = &, temos que a

funcdo g é injetora. |

Defini¢gao 1. Dados dois conjuntos A e B, se existir uma func¢do f : A — B bijetora, escrevemos
|A| = |BJ. Caso contrario, escrevemos |A| # |B|. Quando |A| = |B|, dizemos que A e B sdo equipotentes,
ou que A e B tém a mesma cardinalidade. Se existir uma func¢do g : A — B injetora, escrevemos |A| < |B|.
Se |A| < |B| e |A| # | B|, escrevemos |A| < |B].
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Intuitivamente, |A| = |B| significa que A e B tém a “mesma quantidade de elementos”, e |A| < | B]

que A tem “menos elementos” do que B.

Teorema 2. Para quaisquer conjuntos A, B e C, sao validas as seguintes propriedades:
(i) 14] = |A];

(i) se |A| = |B|, entdo |B| = |AJ;

(iii) se |A| =|B] e |B| =|C|, entao |A| = |C|;

(iv) se |A| < |B| e |B| <|C|, entao |A| < |C];

(v) se |A| < |B| e |B|=|C|, entdo |A| < |C|;

(vi) se |[A| = |B| e |B| < |C|, entdo |A| < |C|.

Demonstragao. (i) A funcio identidade de A em A é bijetora.

(ii) Seja f : A — B bijetora. A funcio f~!: B — A é bijetora.

(iii) Sejam f: A — B e g: B — C bijetoras. A fun¢do go f : A — C & bijetora.

(iv) Sejam f: A— Be g: B — C injetoras. A fungdo go f: A — C é injetora.

(v) Sejam f : A — B injetora e g : B — C bijetora. A fun¢do go f: A — C é injetora. Suponha que
exista uma fun¢do h : A — C bijetora, teriamos |A| = |C| e |B| = |C|, o que implica |A| = |B| (pelos
itens (ii) e (iii)), contradigao.

(vi) Andlogo ao item (v). |

Teorema 3 (Teorema de Cantor-Bernstein-Schroder). Dados dois conjuntos A e B, se |A] < |B| e
|B| < |A|, entdo |A| = |B|.

A demonstracao de tal teorema esta anexa ao final do trabalho.

Teorema 4. Dados quatro conjuntos A, B, C e D, se |A| = |C| e |B| = |D|, entéo sdo validas as seguintes

propriedades:

(i) se A C B, entdo |A| < |B|;

(ii) se ANB=CND=g,entdo |AUB|=|CUDJ;
(iii) |4 x B| =|C x DI.

Demonstragao. (i) A funcio identidade de A em B ¢é injetora.

(ii) Sejam f: A — C e g: B — D bijetoras. A fun¢do h: AU B — C U D definida como h(z) = f(z) se
x € Ae h(z) = g(z) se x € B é bijetora.

(iii) Sejam f : A — C e g : B — D bijetoras. A funcéo h : A x B — C x D definida como h(z,y) =
(f(z),9(y)) & bijetora. u

3 Conjuntos Infinitos

No decorrer do texto consideramos o nimero zero como um nimero natural.
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Definigao 2. Para cada n € N, considere o conjunto [n] = {k € N: k <n}. Um conjunto A é dito finito
se |A| = |[n]| para algum n € N, e escrevemos simplesmente |A| = n. Caso A ndo seja finito, dizemos que
A & infinito.

Exemplo 1. 2N (ou {k € N: 2| k}), o conjunto dos ntimeros naturais pares.
A funcdo f : N — 2N definida como f(z) = 2x é bijetora, e, portanto, |[N| = |2N]|.

Exemplo 2. Z, o conjunto dos ntimeros inteiros.
A funcdo f : Z — N definida como f(z) =2z se x > 0e f(z) = —2z — 1 se z < 0 é bijetora, e, portanto,
IN| = |Z|.

Exemplo 3. Q, o conjunto dos ntimeros racionais.

Pelo Exemplo 2, existe uma funcao f : Z — N bijetora. Lembrando que cada nimero racional pode ser
escrito de maneira unica da forma p/q com p € Z, ¢ € N* e mdc(p, q) = 1, a fungdo g : Q — N definida
como g(p/q) = 2/P).39 ¢ injetora. Como N C Q, temos, pelos teoremas 4 e de Cantor-Bernstein-Schroder,

IN| = Q.

Exemplo 4. N x N, o conjunto dos pares ordenados de niimeros naturais.
As fungoes f : N — N x N definida como f(z) = (2,0) e g : N x N — N definida como g(z,y) = 2% - 3¥

sdo injetoras. Segue do Teorema de Cantor-Bernstein-Schréder que |[N| = |N x NJ.
Teorema 5. Dado um conjunto A infinito, temos |N| < |A|.

Demonstragao. Seja [n] como na Defini¢ao 2. Para cada n € N, tome um a,, € A\ {a; € A :i € [n]}, que
existe pois A é infinito. Considere a funcio f : N — A definida como f(z) = a,. E claro que a funcio f

assim definida é injetora. |
Definigao 3. Um conjunto A é chamado de enumerdvel se |A| < |N|.

O Teorema 5 da uma ideia intuitiva de N como o “menor infinito”, isto ¢, se |A| < |N|, entdo A é
finito. Assim, é facil ver que um conjunto A é enumeravel se, e somente se, A é finito ou A é equipotente
a N. Equivalentemente, A é equipotente a N se, e somente se, A ¢ infinito e enumeravel (¢ imediato do

Teorema de Cantor-Bernstein-Schrdder).

Exemplo 5. P, o conjunto dos niimeros naturais primos.

Como P ¢é infinito e P C N, temos, pelos teoremas 4, 5 e de Cantor-Bernstein-Schroder, |N| = |P|.

Teorema 6 (Defini¢do de Dedekind-Infinito). Dado um conjunto A, temos que A é infinito se, e somente
se, existe um B C A tal que |A| = |B|.

Demonstragio. (=) Como A é infinito, pelo Teorema 5, temos |N| < |A|. Seja f : N — A injetora.
Considere a fungdo g : A — A\ {f(0)} definida como g(z) = f(k+1)sexz €Im fe f(k)==z,e g(z) =2
caso contréario. A funcdo g assim definida é bijetora, logo, |A| = |A\ {f(0)}].

(<) E conhecido que se A ¢é finito e B C A, entao |B| < |A|. O resultado segue pela contrapositiva. B

Note que o Teorema 6 d& uma caracterizacao de conjuntos infinitos, isto é, poderiamos de forma
equivalente ter definido conjunto infinito desse modo sem a necessidade de definir antes conjunto finito

ou mesmo numero natural.
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Exemplo 6. Q[z], o conjunto dos polindmios de uma variavel com coeficientes racionais.

Para cada P(x) € Q[z] ndo-nulo, considere OP o grau de P(z) e aj o coeficiente de ¥ em P(z). Pelos
exemplos 3 e 5, existem fungdes f : Q — N e g : N — P bijetoras. Considere a funcdo h : Q[z] —» N
definida como h(P(z)) = H?:O g(i)f(@) — 1 se P(x) é diferente do polinémio nulo, e h(P(z)) = 0 caso

contrario. A funcdo h assim definida é bijetora, e, portanto, |[N| = |Q[z]|.

Exemplo 7. R, o conjunto dos nimeros reais.

Suponha que exista uma funcao sobrejetora f : N — |0, 1]. Para cada nimero z € |0, 1], z possui uma tnica
representacao decimal infinita, isto é, x = 0, zoz122 ... Ty ... com {i € N : z; # 0} infinito. Para cada k €
N, considere a representacdo decimal infinita de f(k) escrita como 0, f(k,0)f(k,1)f(k,2)... f(k,n)....
Seja yr = f(k,k) + 1 se f(k,k) # 9, e yp = 1 caso contrario. Temos que y = 0,Yoy1Y2 - --Yn - .. DAO
pertence & imagem de f, contrariando o fato de f ser sobrejetora, absurdo. Como ]0,1] C R, ndo existe
¢ : N — R bijetora. Logo, como N C R, pelo Teorema 4, temos |N| < |R].

Obtemos assim um primeiro exemplo de conjunto infinito “maior” do que N. O Teorema de Cantor
visto mais & frente d4 um método para, dado um conjunto A, obter um conjunto com mais elementos do

que A.

Exemplo 8. ]0,+o00[ (também denotado por R% ), o conjunto dos niimeros reais positivos.
A fungdo f: R — ]0,+o0[ definida como f(z) = e* é bijetora. Logo, |R| =[]0, o0

Exemplo 9. |0,1[ e [0, 1], os intervalos aberto e fechado dos niimeros reais entre 0 e 1.

Considere a func¢do f : ]0,1[ — ]0,+oo[ definida como f(z) = 1/x — 1. A fun¢do f assim definida é
bijetora, e, pelo Exemplo 8 e Teorema 2, temos |R| = []0, 1]|.

Considere agora a fungdo ¢ : [0,1] — ]0, 1] definida como g(z) = x/2 se x = 1/2" para algum n € N,
g(x) = z/3 se x = 1/3™ para algum n € N*, ¢g(0) = 1/3 e g(z) = = nos demais casos. A fungio g
assim definida é bijetora, logo f o g : [0,1] — ]0,+o0[ é bijetora. Pelo Exemplo 8 e Teorema 2, temos
IR = 10, 1]].

Exemplo 10. [0,1] x [0, 1], um quadrado de lado 1.

Para cada nimero x € ]0,1], considere a representacio decimal infinita de xz. Considere a funcdo f :
[0,1] x [0,1] — [0,1] definida como f(z,y) = 0,2oYoT1Y1 ---TnlYn--., onde © = 0,ToT1T2... Ty ... €
y = 0,%0y1Y2--Yn.... A funcdo f assim definida é injetora. Considere agora a funcdo ¢ : [0,1] —
[0,1] x [0,1] definida como g(z) = (x,0). A funcdo g assim definida é injetora. Logo, pelo Teorema de
Cantor-Bernstein-Schroder, |[0, 1]| = [[0, 1] x [0, 1]], e, pelo Exemplo 9 e Teorema 2, |R| = [[0,1] x [0, 1]].

Exemplo 11. R x R, o conjunto dos pares ordenados de niimeros reais.

Pelos exemplos 9 e 10 e teoremas 2 e 4, temos |R| = |R x R|.

Exemplo 12. C, o conjunto dos niimeros complexos.
A fungdo f: R x R — C definida como f(z,y) = x + iy é bijetora. Logo, pelo Exemplo 11 e Teorema 2,
temos |R| = |C|.

Exemplo 13. R", o conjunto das n-uplas ordenadas ne ntumeros reais.
Pelo Exemplo 11, temos |R| = |R?|. Pelo Teorema 4, temos |[R™*1| = |[R™*+2| para todo m € N. Logo,

usando n — 2 vezes o Teorema 2, obtemos |R| = |R"|.
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Exemplo 14. I (também denotado por R\ Q), o conjunto dos niimeros irracionais.

Considere o conjunto A = {a-7*:a € Qe b & N}. Note que Q C A e que a-7° € Q se, e somente se,
a =0 oub=0. Considere a fun¢do f : R — R* definida como f(z) =x+ 1se x € Ne f(z) = z caso
contrario. Claro que f é bijetora. Considere agora a fungdo g : R — I definida como g(z) = 7 - f(z)
se ¢ € A e g(z) = x caso contrario. A funcdo g assim definida é bijetora, e, portanto, |R| = [I|]. Em

particular, pelos exemplos 3 e 7 e pelo Teorema 2, temos |Q| < |IJ.

O Exemplo 14 pode, a principio, parecer um pouco anti-intuitivo devido ao fato de que se a e b
sd0 numeros irracionais quaisquer com a < b, entdo existe um numero racional ¢ tal que ¢ € |a,b[. De

fato, vale um resultado mais geral que o do Exemplo 14: se A é enumeravel, entdo |R| = |R\ AJ.

Definigao 4. Dado um conjunto A, o conjunto dos subconjuntos de A é denotado por P(A), e é chamado

de conjunto das partes de A.
Teorema 7. Dados dois conjuntos A e B, se |A| = |B|, entdo |P(A4)| = |P(B)|.

Demonstragao. Seja f: A — B bijetora. A fungio F : P(A) — P(B) definida como F(K) = {f(k) € B :
k € K} é bijetora. |

Teorema 8 (Teorema de Cantor). Para todo conjunto A, temos |A| < [P(4)|.

Demonstragao. Considere a fungdo f: A — P(A) definida como f(z) = {x}. Temos que f ¢é injetora, e,
portanto, |[A| < |P(A)|.

Suponha agora que exista g : A — P(A) sobrejetora. Seja B = {z € A: z ¢ g(z)}. Tome um z € B
qualquer, temos que x ¢ g(z), o que implica g(z) # B. Tome agora um z € A\ B qualquer, temos que
z € g(z), o que implica g(z) # B. Portanto nao existe um z € A tal que g(z) = B, o que contraria
o fato de g ser sobrejetora, absurdo. Logo, ndo existe uma fun¢io de A em P(A) bijetora, e, portanto,

Al # [P(A)]- u

Note que dado um conjunto A, temos que se |A| < |N|, entao A é finito, e se A é finito, entao
P(A) também é finito. Logo, pelo Teorema de Cantor, concluimos que nio existe um conjunto A tal que

|P(A)| = N].

Teorema 9 (Unido Enumeravel de Enumeraveis). Dados dois conjuntos A e B com A C P(B), se A é
enumeravel e todo K € A é enumeréavel, entdo o conjunto C' = {k € B : existe um K € A tal que k € K}

é enumeréavel.

Demonstragao. Seja f : A — N injetora e, para cada K € A, considere a funcao fx : K — N injetora.
Considere agora a fun¢do g : C — N x N definida como g(z) = (f(K), fx(z)) se € K e ndo existe
K' e Atal que z € K' e f(K') < f(K). A fungao g assim definida ¢ injetora, e, pelo Exemplo 4, existe
h : N x N — N bijetora. Logo, a funcao hog: C — N & injetora. |

Exemplo 15. A, o conjunto dos nimeros reais algébricos sobre os racionais.

Primeiramente, um nimero real x ¢ dito algébrico sobre os racionais se x é raiz de algum polindémio nao-
nulo com coeficientes racionais. Para cada polinomio P(z) € Q[x] ndo-nulo, considere o conjunto Rp das
raizes reais de P(xz), isto é, Rp = {k € R : P(k) = 0}. Pelo Exemplo 6, sabemos que Q[z] é enumeravel,
e que para cada P(z) ndo-nulo Rp é enumeravel (Rp ¢ finito e tem no maximo 0P elementos). Logo,

pelo Teorema 9, o conjunto A = {k € R : existe um P(z) € Q[z] tal que k € Rp} é enumeravel. Temos
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ainda que se n € N, entdo n € A, pois n é raiz do polinémio x — n. Logo, N C A, o que implica, pelos

teoremas 4 e de Cantor-Bernstein-Schréder, |N| = |A].

Observe que no exemplo anterior ndo usamos o Teorema 9 exatamente da mesma forma que foi
enunciado, mas que isso ndo causa problemas. Poderiamos ter considerado o conjunto A = {Rp € P(R) :
P(z) € Q[z]}, que é enumeravel, e fazer A = {k € R : existe um Rp € A tal que k € Rp}.

Defini¢ao 5. Dados dois conjuntos A e B, o conjunto das funcdes de A em B é denotado por B4.

A notacao usada para denotar o conjunto das fun¢des nao é sugestiva por acaso. Os teoremas 11

e 12 mostram algumas semelhancgas com a potenciacao de niimeros naturais.
Teorema 10. Dados quatro conjuntos A, B, C e D, se |A| = |C| e |B| = |D|, entdo |B4| = |D|.

Demonstragio. Sejam f : A — C e g : B — D bijetoras. A funcio F : BA — D¢ definida como
F(h) = goho f~! & bijetora. |

Teorema 11. Para quaisquer conjuntos A, B e C, sao validas as seguintes propriedades:
(i) se BNC = @, entdo |AP x AC| = |ABYC|,

(ii) |AC x B€| =|(A x B)°|;

(iii) [(AP)7] =[AB*C].

Demonstragdo. (i) Sejam f: B — Aeg:C — A. Considere a funcio h : AB x A® — ABYC definida
como h(f,g)(z) = f(z) se x € B e h(f,g)(x) =g(x)sex € C. A fungio h assim definida é bijetora.

(ii) Sejam f : C — A e g: C — B. Considere a fungdo h : AY x B® — (A x B)Y definida como
h(f,9)(x) = (f(z),g9(x)) para cada x € C. A func¢do h assim definida é bijetora.

(iii) Seja f : C — AP. Considere a funcio h : (AB)¢ — AB*C definida como h(f)(z,y) = f(y)(x) para
cada x € B e cada y € C. A fungdo h assim definida é bijetora. |

Teorema 12. Para todo conjunto A, temos |P(A)| = [{0,1}4].

Demonstragao. Para cada K € P(A), considere a fungio xx : A — {0,1} tal que xx(z) =1sex € K e
Xx () = 0 caso contrario (funcio caracteristica de K). Considere a fungio F : P(A) — {0,1}4 definida
como F(K) = xx. Néo é dificil ver que F ¢ inversivel e F~1(f) = {k € A: f(k) = 1}. Logo, temos que
a funcdo F é bijetora, e, portanto, |P(A)| = |{0,1}4]. [ ]

Exemplo 16. P(N), o conjunto das partes dos ntimeros naturais.

Considerando a representacio usual dos niimeros reais na base dez, temos que a fungao F : {0, 1} — [0, 1]
definida como F(f) =0, f(0)f(1)f(2)... f(n)... é injetora.

Considere agora os numeros reais escritos na base 2. Analogamente, os numeros do intervalo [0, 1] serdo
da forma 0,dodids .. .d, ..., onde d; € {0,1} para cada i € N. A funcdo G : {0,1} — [0,1] definida
como G(f) =Y 2y f(1)/2771 =0, f(0)f(1) f(2)... f(n)... & sobrejetora.

Segue dos teoremas 1 e de Cantor-Bernstein-Schréder que existe uma funcdo bijetora de {0, 1} em [0, 1],
e, pelo Exemplo 9 e teoremas 2 e 12, temos |R| = |P(N)].

Perceba que o resultado do Exemplo 7 é consequéncia direta do Exemplo 16 usando o Teorema
de Cantor. De fato, o Exemplo 16 fornece uma relagao entre a “quantidade de elementos” dos conjuntos

N e R bem mais forte do que o Exemplo 7.
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Exemplo 17. NV, o conjunto das sequéncias de niimeros naturais.

Para cada f € NV, considere o grafico de f definido como G = {(k, f(k)) € Nx N: k € N}. Considere
a fungdo F : N¥ — P(N x N) definida como F(f) = G;. A funcio F assim definida ¢ injetora. Pelo
Exemplo 4 e Teorema 7, temos |P(N x N)| = |P(N)|. Como {0, 1} C NN, pelos teoremas 2, 4, 12 e de
Cantor-Bernstein-Schréder, temos |P(N)| = |NV|, e, pelo Exemplo 16, [R| = |NV|.

Note que, de forma analoga ao Exemplo 17, pelo Exemplo 11, obtemos |P(R)| = |RE|.

Exemplo 18. RY, o conjunto das sequéncias de niimeros reais.

Para cada f € [0,1]N e k € N, considere a representacio decimal infinita de f(k) (exceto quando f(k) =
0) escrita como 0, f(k,0)f(k,1)f(k,2)...f(k,n).... Pelo Exemplo 4, existe ¢ : N — N x N bijetora.
Considere a funcio F : [0,1]Y — [0, 1] definida como F(f) = 0, f(g(0))f(g(1))f(g(2))... f(g(n)).... A
funcdo F assim definida ¢ injetora. A funcdo G : [0,1] — [0,1]N definida como G(z) = g onde g(k) =
para todo k € N (isto &, G(z) é a fungdo constante z) é injetora. Logo, pelo Teorema de Cantor-Bernstein-

Schréder, |[0,1]] = |[0, 1]V, e, pelo Exemplo 9 e pelos teoremas 2 e 10, temos |R| = |RY|.

Exemplo 19. C°(R), o conjunto das fungdes reais continuas.

Dado f € C%(R) existe uma tnica fungio fg: Q — R tal que fg(z) = f(x) para todo z € Q, e a fungio
F : C°(R) — R definida como F(f) = fg é injetora. Considere a funcdo G : RZ — C°(R) definida como
G(f)(z)=f(z)sexeZeG(f)(x)=(z—a) (fla+1)— f(a))+ f(a) se x € Ja,a+ 1] com a € Z (isto
é, o grafico de G(f) no intervalo [a,a + 1] é o segmento de (a, f(a)) até (a+ 1, f(a + 1))). A funcdo G
assim definida é injetora. Logo, pelos exemplos 2, 3, 18 e teoremas 2, 10 e de Cantor-Bernstein-Schréder,
temos |R| = |C°(R)].

4 Teorema de Cantor-Bernstein-Schroder

Neste anexo apresentamos uma demonstra¢ao do Teorema de Cantor-Bernstein-Schroder. A ideia

da demonstragao é tomar sequéncias de subconjuntos encaixantes.

Defini¢ao 6. Dados trés conjuntos A, B e C, com C C A, e uma funcdo f : A — B, o conjunto
{f(k) € B : k € C} é chamado de imagem de f por C, e é denotado por f[C]. Em particular,
Al =Tm .

Teorema 13. Para quaisquer conjuntos A, B, C' e D, com C,D C A, e f: A — B injetora, sao validas

as seguintes propriedades:
(i) flcuD]=f[ClU f[D)
(i) f[CnD]= f[C]n f[D];

(iii) f[C\ D] = f[C]\ f[D);

(iv) C C D se, e somente se, f[C] C f[D];
W) 1€ = IfIC]].

Demonstragao. (i) Temos:
flzye flCUD@xcCUD & xcCoux e D& f(x) e fIC] ou f(z) € fID] & f(zx) € fICIU fID]
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Portanto, f[C U D] = f[C]U f[D].

(ii) Anélogo ao item (i).

(iii) Analogo ao item (i).

(iv) (=) Dado f(z) € f[C], temos x € C. Como C C D, temos z € D e f(x) € f[D].

(<) Dado y € C, temos f(y) € f[C]. Como f[C] C f[D], temos f(y) € f[D] ey € D.

(v) Como f é injetora, entdo f : C' — f[C] é bijetora. |

Teorema 14. Para quaisquer conjuntos A, Be C,se AD B D C e |A| =|C|, entdo |A| = |B].

Demonstragao. Seja ¢ : A — C bijetora. Considere as fungoes f, g,h : N — P(A) definidas como f(0) =
Ae f(n+1) =¢[f(n)], 9(0) = Beg(n+1) =¢[g(n)], e h(n) = f(n) \ g(n). Temos f(0) 2 g(0) 2 (1)
e, pelo Teorema 13, f(n) 2 g(n) 2O f(n+ 1), o que implica h(n) Nh(m) = & se n # m.

Seja D = {k € A : k € h(n) para alegum n € N}. Pelo Teorema 13, ¢[h(n)] = ¢[f(n) \ g(n)] =
ALF )\ plg(n)] = F(n+ 1)\ g(n+1) = h(n+1), e, portanto, ¢[D] = D\ h(0) = D\ (4\ B) C B.
Considere a fung¢ao ¢ : A — B definida como ¢ (z) = ¢(z) se x € D e ¢(x) = x caso contrario. A fun¢io
1) assim definida é bijetora. |

Demonstragao do Teorema de Cantor-Bernstein-Schréder. Sejam f : A — B e g : B — A injetoras.
Temos que a fun¢do go f : A — A é injetora. Pelo Teorema 13, temos |A| = |g[f[A]]| e |B|] = |g[B]|-
Como f[A] C B, temos, pelo Teorema 13, g[f[A]] C g[B]. Logo, como ¢g[B] C A, pelos teoremas 2 e 14,
temos |A| = |B]. |

5 Consideracoes Finais

Alguns resultados que obtemos quando trabalhamos com conjuntos infinitos podem parecer anti-
intuitivos num primeiro contato, por nio valerem para conjuntos finitos. E o caso dos exemplos 4 e 11,
que podem ser generalizados como “se A é infinito, entdo |A| = |A x A|”, ou o Exemplo 17, que pode
ser generalizado como “se A ¢ infinito, entdo |P(A)| = |A4|”. A defini¢io de infinito dada por Dedekind
(Teorema 6) também pode soar estranha, mas justamente por nado tratar de conjuntos finitos.

Um problema que ficou em aberto por véarios anos (e o primeiro da lista de problemas de Hilbert)
¢ a Hipotese do Continuum, que diz que ndo existe um conjunto A tal que |N| < |4 e [A] < |R|. A
solucao desse problema pode soar estranha num primeiro contato: Foi demonstrado que a hipdtese do
continuum nao pode ser demonstrada, porém tampouco sua negagao pode. Isso significa que a existéncia
de um conjunto nas condigoes citadas é independente da teoria dos conjuntos adotada.

O leitor que quiser ver mais sobre o assunto tratado nesse trabalho pode procurar sobre aritmética

cardinal, aritmética ordinal e ZFC. Para um primeiro contato mais formal, recomendamos [1].

Referéncias

[1] HRBACEK, Karel & JECH, Thomas: Introduction to Set Theory, Third Edition, Monographs
and Textbooks in Pure and Applied Mathematics (1999).
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INTRODUGAO

O numero de alunos que tem ingressado no ensino superior tem aumentado
substancialmente nas ultimas décadas por causa de medidas governamentais que
tém aprimorado o acesso e aumentado o numero de vagas.

Nesse contexto, o numero de alunos que trazem lacunas no aprendizado
também tem aumentado proporcionalmente ao numero de vagas correspondentes. E
pesquisas na area de Educacao Matematica tém apontado que a Matematica € uma
das areas com maior numero de defasagem na formag¢ao da Educacéao Basica.

Essas lacunas, se nao preenchidas, logo no inicio do ingresso do aluno
podem ser fortes motivos da desisténcia e evasdo do curso. Pensando nisso, a
comunidade matematica das universidades tem debatido sobre formas e estratégias
de preencher tais lacunas, como por exemplo, disciplinas de pré calculo, aulas de
apoio, mentorias, disciplinas eletivas e os nivelamentos (retomada dos conteudos
matematicos basicos que foram ensinados incorretamente ou ndao ensinados).

Nesse sentido, a proposta desse artigo € tratar de um caso de uma
universidade brasileira que possui um curso de licenciatura em matematica e que
tem utilizado como estratégia para melhoria de tais ingressantes, uma mescla de

aulas presenciais, video aulas e resolugao de exercicios via um ambiente virtual de
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aprendizagem (AVA), utilizamos o Moodle. Para tanto, nas proximas segdes sera
discutida a importédncia do nivelamento, em seguida sera tratada a evolugéo e
necessidade do uso das Tecnologias de Informagcédo e Comunicagdo em sala de
aula, posteriormente falar-se-a sobre a producdo de video aulas e por fim sera
apresentado um relato de experiéncia sobre a produgdo de materiais para o

ambiente virtual de aprendizagem.

NIVELAMENTO oU PRE CALCULO

Como apontam Ferreira, Laurenti e Araujo (2004, p. 1)

€ notdrio que a realidade educacional brasileira atual esta em crise
em todos os seus niveis, mas principalmente no ensino médio, tendo
como reflexo a ma formagao universitaria. Esse fato nos leva a
refletir sobre formas de melhorar a qualidade do ensino e,
consequentemente, diminuir a desigualdade social.

Com isso muitas faculdades comegaram a discutir as dificuldades em matematica.

Muitos alunos que ingressam no ensino superior possuem uma defasagem
muito grande no que diz respeito a disciplina de matematica. Por isso, conscientes
do problema e, na tentativa de ameniza-lo, instituiu-se o Programa de Nivelamento
de Matematica (PNM) para os alunos ingressantes (FERREIRA; LAURENTI,
ARAUJO, 2004).

A educacgao a distancia pode ser uma abordagem promissora para o problema
do nivelamento do conhecimento no ensino superior, pois permite uma
aprendizagem mais flexivel e personalizada. Um Ambiente Virtual de Aprendizagem
(AVA) pode ser usado para apoiar a interagao e um amplo leque de contextos de
aprendizagem. Pode também promover a aprendizagem formal e informal, por meio
de estudo dirigido individual. O Curso de Nivelamento de Matematica é um exemplo
de aprendizagem mediada pela tecnologia de informatica e comunicagao (TIC), na
qual a metodologia da Educacdo a Distancia cria um ambiente de aprendizagem
significativo e estimulante, que permite aos estudantes aprender de diversas
maneiras (FREIRE; NASSER; CARDADOR, 2008).
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TECNOLOGIAS DA INFORMAGAO E COMUNICAGAO

Pesquisas revelam que o uso das TIC, como ferramenta didatico-pedagdgica,
traz uma grande contribuicdo para a pratica escolar em qualquer nivel de ensino e
areas do conhecimento. No entanto, ela impbe mudancgas nos métodos de trabalho
dos professores, gerando modificagdes no funcionamento nos espagos de ensino
(ROSA; ROSA, 2007).

O advento das TIC da aos professores novos métodos de auxilio ao processo
ensino e aprendizagem multidisciplinar. Alguns autores destacam as linguagens de
programacgdes, os sistemas tutoriais, as caixas de ferramentas, simulagoes,
animagdes, a comunicacdo mediada por computador, os videos, a aquisicdo de

dados por meio de computadores e por fim 0 que pode englobar todos os aspectos
reunidos, que seria a WEB (sistema de informacdes ligadas através de hiperligagbes
em forma de texto, video, som e outras animagdes digitais que permitem ao usuario

acessar uma in nidade de conteudos através da internet.) (GIORDAN, 2005).

Além disso, é importante que os alunos ja tenham contato com esse tipo de
tecnologia, pois muitos ndo tém condigdes de ter um computador em casa, e assim
podendo se alfabetizar tecnologicamente na escola. O computador é uma ponte
entre sujeito e conhecimento, devemos utiliza-la como ferramenta e também
prétese, pois vai além de reparar uma falha, modifica a maneira de construir o
conhecimento. Usando a internet em nosso favor, temos muitos meios de ajudar o
aprendizado do aluno, como webquest, que sao sites especificamente projetados
para o aprendizado de determinado conteudo, assim estimulando a pesquisa e o
senso critico. Temos blogs, que s&o paginas da internet de facil atualizagédo, onde
postam experiéncias e reflexdes, atividades e curiosidades e fatos de determinada
disciplina. (ROLKOUSKI, 2011)

Educacgao a distancia, modalidade de educagao que utiliza meios tecnoldgicos

de informacdo, ndo é apenas troca de e-mail, pode ter momentos presenciais. As
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faculdades utilizam esse tipo de educacdo com as disciplinas nao presenciais. Para
que esse tipo de educagdo funcione precisamos de interagdo, didlogo e
colaboragao, professor-aluno ou aluno-aluno. (BORBA; MALHEIROS, 2007).

A formacdo continuada onde ha reflexdo sobre a pratica pedagodgica,
colaboracao e discussao entre professores, e trocas de experiéncias. O professor a
distancia pode ser o mesmo da presencial, ela sé tem que aderir a uma metodologia
diferente e ter um tempo disponivel para duvidas, pois a fungcéo principal dele é
orientar a aprendizagem. A educacgao a distancia parece facil, porém demanda mais
tempo de preparagédo. O professor deve saber como dar aulas a distancia, através
de chats ou video conferencias, falar pausadamente e manejar o ambiente (BORBA;
MALHEIROS, 2007).

Mas as TIC ndo sao as salvacgdes dos problemas pedagdgicos, a melhoria da
aprendizagem das disciplinas nas escolas depende da habilidade do professor, mas
também ndo temos que temer as tecnologias, nem idolatra-las, elas ajudam a
moldar a aprendizagem (BORBA; PENTEADO, 2012).

RELATO DE EXPERIENCIA

O relato aqui tratado €& decorrente de dois projetos, um relacionado ao
nivelamento de matematica basica em um curso noturno de licenciatura em
matematica e o outro relacionado a producdo de recursos educacionais digitais
(RED) nomeado de “Matematica Essencial na Era Digital” que ocorreu em uma
universidade federal no ano de 2014, com uma turma de 21 alunos do 1° semestre
que teve inicio em agosto de 2014.

O projeto de produgédo de recursos educacionais digitais em sua instancia
primaria busca colaborar na melhoria do ensino e da aprendizagem dos conteudos
matematicos essenciais para o curso de licenciatura em matematica. Desse modo,
buscamos por meio desse projeto: produzir videoaulas para o projeto de
Nivelamento do Curso de Licenciatura em Matematica, produzir um repositério com
arquivos digitais no formato GGB, do software livre de geometria dinamica

Geogebra, desenvolver sequéncias de ensino disponibilizadas no Ambiente Virtual
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de Aprendizagem (Moodle), utilizando as videoaulas e/ou os arquivos digitais GGB e
utilizar a Lousa Digital como meio de interagéo entre professor e aluno.

Dadas as condicdes do curso de nivelamento e o nosso proposito,
inicialmente foi realizado um estudo sobre os conteudos matematicos (razéo,
proporcdo e regra de trés), em seguida, foi elaborado um plano de aula com
sequéncias didaticas voltadas para o ensino a distancia (com o uso do software
Geogebra), ou seja, sua utilizagdo no ambiente virtual de aprendizagem (Moodle).
Realizadas essas etapas, gravamos duas videoaulas (uma para razéo e, outra para
proporcao e regra de trés) que foram gravadas com auxilio do software atube
Catcher, por meio de capturas de tela de slides pré preparados no Power Point e,
posteriormente foi utilizado o Corel Video Studio Pro X7 para edigdo do mesmo.e as
postamos no Youtube e disponibilizamos o link no Moodle. Além dessas videoaulas
também foram postados no moodle, como materiais complementares, jogos e
simuladores disponibilizados por outros repositorios.

O nivelamento utiliza o Moodle como forma de avaliar os alunos, pois nele se
encontra as atividades avaliativas e postamos os videos antes de cada avaliacao,

para ajudar os alunos a recordar esses conteudos.

CONCLUSAO

Como ja citado anteriormente, vimos que o numero de alunos que ingressam
no ensino superior tem aumentado, e os alunos que trazem lacunas no aprendizado
também tém aumentado proporcionalmente ao numero de vagas correspondentes.
Essas lacunas, se nao preenchidas, logo no inicio do ingresso do aluno podem ser
fortes motivos da desisténcia e evasao do curso.

Por isso, conscientes do problema e, na tentativa de ameniza-lo, diversas
universidades tém instituido programas como o de Nivelamento. Tais programas
aliados ao uso de das TIC, como ferramenta didatico-pedagogica, tem

proporcionado uma grande contribuigdo para a pratica escolar.
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para assim comecarmos a producio das video-aulas.

Com isso fizemos um estudo dos conteudos e o plano de aula no mesmo,

Percebemos que grande maioria dos académicos nao realizou a atividade,
mas 0s que realizaram, tiveram um bom resultado. Deste modo podemos concluir
que o nivelamento € muito importante na vida dos académicos, pois ajuda a
relembrar conteudos, ou mesmo, aprender conteudos nao vistos na educacao
basica. E com o uso de TICs e o modelo de EaD, podemos ensinar sem prejudicar a
grade do curso (pois colocando uma matéria presencial de nivelamento, precisaria
utilizar o horario de outra matéria, que teria que ser colocada em outro periodo e
assim estragando a grade planejada) e facilitando a maneira de repassar esses

conteudos aos alunos.

REFERENCIAS

ALMEIDA, Cinthia Soares. Dificuldades de aprendizagem em Matematica e a
percepcao dos professores em relagdo a fatores associados ao insucesso nesta
area. 2006. 13 p. TCC(Curso de Matematica) - Universidade Catdlica de Brasilia

- UCB. Disponivel em:
<www.ucb.br_sites_100_103_tcc_12006_cinthiasoaresdealmeida.pdf> Acesso em:
27 fev. 2015.

BORBA, Marcelo de Carvalho; PENTEADO, Mirian Godoy. Informatica e Educacgéao
Matematica. 5. ed. Belo Horizonte: Auténtica Editora, 2012.

BRASIL. Decreto n° 2.494, de 10 de Fevereiro de 1998. Brasilia, DF: Camara dos
Deputados, 1998.

COSTA, Jacqueline Morais; ARAUJO, Artur Torres; SILVA, Barbara de Mariz. A
midiatizagdo no processo de ensino e aprendizagem. Revista Tecnologias na
Educacao. Belo Horizonte, ano 6, n. 11, p. 1-12, dez. 2014. Disponivel em: <h_
http://tecnologiasnaeducacao.pro.br/wp-content/uploads/2014/12/A-midiatiza
%C3%A7%C3%A30-no-processo-de-ensino-e-aprendizagem.pdf>. Acesso em: 17
mar. 2015.

DANTAS, Jorge Luiz Barbosa. FORMACAO DE PROFESSORES PARA O USO DAS
TICs NA ESCOLA. Revista Tecnologias na Educagao. Belo Horizonte, ano 6, n.
10, p. 1-11, jul. 2014. Disponivel em: <http://tecnologiasnaeducacao.pro.br/wp-
content/uploads/2014/06/Forma%C3%A7%C3%A30-de-professores-para-uso-das-
tics-na-escola-uma-experi%C3%AAncia-na-cidade-de-Sete-Lagoas.pdf>. Acesso
em: 17 mar. 2015.

UNIVERSIDADE TECNOLOGICA FEDERAL DO PARANA.

31



NOAT

< UTren Toledo, 04 a 8 de maio de 2015

f(x)
Il Semana da Matematica da UTFPR - Toledo
l l l E R A matematica e seus caminhos: vencendo limites

FERREIRA, Alexandre Marcos de Mattos Pires, LAURENTI, Fabio; ARAUJO, Suely
Trevizam. Programa de Nivelamento de Matematica. In: Congresso Internacional de
Educacao a Distancia, Xl, 2008.Salvador- BA. Anais. Salvador- BA:ABED, 2004.
Disponivel em: <http://www.abed.org.br/congresso2004/por/htm/151-TC-D2.htm>
Acesso em: 27 fev. 2015.

FREIRE, June Lessa; NASSER, Lilian; CARDADOR, Débora Mendonga. Educagao
a Distancia: solugao para o nivelamento de Matematica na Educagao Superior. In:
Coléquio de Historia e Tecnologia no Ensino de Matematica, 1V, 2008. Rio de
Janeiro. Anais. Rio de Janeiro: UFRJ, 2008. Disponivel em:
<http://limc.ufrj.br/htem4/papers/22.pdf>. Acesso em: 17 mar. 2015.

GIORDAN, Marcelo. O Computador na Educacao em Ciéncias: Breve Revisao
Critica Acerca de Algumas Formas de Utilizag&do. Ciéncia & Educagao, v. 11, n. 2, p.
279-304, 2005.

ROLKOUSKI, Emerson. Tecnologias no Ensino de Matematica, 12 edigdo: Editora
ibpex, 2011.

ROSA; Cleci Teresinha Werner; ROSA, Alvaro Becker. Ensino de Fisica: Tendéncias
e desafios na pratica docente. Revista Ibero-americana de Educacion, v. 7, n 42,
p. 1-12, mai. 2007.

BORBA, Marcelo de Carvalho; MALHEIROS, Ana Paula dos Santos; ZULATTO,
Rubia Barcelos Amaral. Educagao a distancia online. 3. ed. Belo Horizonte:
Auténtica, 2011.

UNIVERSIDADE TECNOLOGICA FEDERAL DO PARANA.

32



Il Semana da Matematica da UTFPR - Toledo
A matematica e seus caminhos: vencendo limites

Toledo, 04 a 8 de maio de 2015

Representacoes em algebra de Lie e alguns exemplos

Artur Adolfo Falkovski

Orientador: Wilian Francisco de Aratjo

Universidade Tecnologica Federal do Parana Campus Toledo
artur _adolfo@hotmail.com

1 Introdugao

Esse trabalho contém parte do contetido estudado no PICME (Programa de Iniciagao Cientifica
e Mestrado) que tem por finalidade estudar algebras de Lie, porém o topico principal desse trabalho
é exemplificar as representacoes e apresentar como elas se comportam dentro da Algebra. Primeiro
serd feito um breve explanag@o sobre o que é uma algebra de Lie para depois ser abordado o topico de
representacoes.

2 Algebra de Lie

Definigao .1. Uma dlgebra de Lie consiste de um espago vetorial g munido de um produto, chamado de
colchete ou comutador de Lie, definido por [,]: g X g — @, que satisfaga as sequintes propriedades:

1. Bilinear, ou seja, linear a cada entrada:

a[X,Y] = [aX,aY];

2. Antissimétrico, isto €, [ X, X] =0 para todo X € g;

3. A identidade de Jacobi, isto é, para todo X,Y,Z € g, temos:

(X, [Y, Z]] + 2, [X, Y] + [Y, [Z, X]] = 0.

Exemplo .2. e O conjunto das matrizes n x n com coeficientes em K, gl{n,K}, é uma dlgebra de

Lie e seu colchete é dado por:

[X,Y]= XY —YX

A dlgebra de Heisenberg. Na base {X,Y,Z} com os colchetes entre os elementos da base definidos

por: (X, Y]|=2Z,[X,Z] =0, [Y,Z] =0, é uma dlgebra de Lie.

Algebras associativas com o comutador definido da forma:

[X,Y]= XY —YX

sao dlgebras de Lie.

Qualquer espago vetorial com [, ] =0 € uma dlgebra de Lie.

e O espago euclidiano R3 com o comutador dado pelo produto vetorial, é uma dlgebra de Lie.

UNIVERSIDADE TECNOLOGICA FEDERAL DO PARANA.

33



Il Semana da Matematica da UTFPR - Toledo
A matematica e seus caminhos: vencendo limites

Toledo, 04 a 8 de maio de 2015

Il [e

3 Subalgebra

Definicao .3. Seja g uma dlgebra de Lie. Uma subdlgebra de g é um subespaco vetorial b de g que é

fechado para o colchete, isto €, [X,Y] € h se X, Y € bh.

Exemplo .4. Algebras abelianas: [, ] =0. Para este caso, a estrutura de Lie nao acrescenta nada a
estrutura do espago vetorial.

Ezemplos de dlgebras abelianas:

(a) Se dimg =1, g € abeliana.

(b) Todo subespago de dimensao 1 de uma dlgebra de Lie qualquer é uma subdlgebra abeliana.

(¢) O espago das matrizes diagonais é uma subdlgebra abeliana de gl(n,K).

Exemplo .5. Subdlgebras de gl(n,K):
(a) so(n,K) = {X € gl(n,K) : X + X! =0} onde X! indica a matriz transposta de X .

X,Y € gl(n,K)
[X,Y]=XY -YX
(X, Y]l =-XY'+ V!X = —(YX) + (XY)!
(X, Y]+ [X,)Y)=XY - YX+ —(YX) +(XY) = XY +(XY)' - (YX + (YX)!) =0,

como o colchete € fechado para esse subespaco, entao, ele € uma subdlgebra.

contraexemplo:

{X € gl(n,K): X = X'}
[X,Y] = XY - YX = XtY' — YiX! = (YX)! — (XY)!
[X, Y] = (XY - YX)! = (XY)! — (YX)".

Assim, [X,Y] # [X,Y]!, portanto, o colchete nao é fechado para esse subespago, assim ele ndo € uma
subdlgebra.

s5l(n,K) = € gl(n, . Também podendo ser representado como sl(n).
b) sl(n,K X € gl(n,K)}. També dend d [
c subespaco das matrizes triangulares superiores com a diagonal principal nula

O sub d i i l ) di I principal nul

0 --- x
{(XeglnK): X=1: = :f}

€ uma subdlgebra.

(d) O subespago das matrizes triangulares superiores

aiy *

{Xegln,K): X=1: |}

€ uma subdlgebra.
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4 Ideal

Definigao .6. Um subespago h C g € ideal se
VY eh, X €g,[X,Y] €b,
isto €,
[g9,b] = ger{[X,Y]: X €g,Y €} Ch.

E claro que todo ideal é uma subalgebra, mas, nem toda subélgebra ¢ um ideal.

0

Exemplo .7. O subespago de sl(2,R) gerado por € uma subdlgebra por ser unidimensional.
0 -1
Nao é um ideal, pois,
[ 1 0 0 1 ] 0 2
0o -1 [0 o 00

5 Morfismos

Definigao .8. Uma transformacao linear 1 : g — h(com g e b dlgebras de Lie) é um
- Homomorfismo se Y[ X,Y] = [ X,¢Y];
- Isomorfismo se for um homomorfismo inversivel;

- Automorfismo se for um isomorfismo g = b.

6 Representacoes

Seja V' um espago vetorial e gl(V') o espago vetorial das tranformagoes lineares de V. Seja g também
uma algebra de Lie (Sobre o mesmo corpo de escalares que V). Uma representacao de g em V é um
homorfismo

p:g—gl(V)

Representacao adjunta.
Para um elemento X na algebra de Lie g, considere a tranformagao linear

ad(X):g—b
definida por ad(X)(Y) = [X,Y]. A aplicagio
ad: X € gr— ad(X) € gl(g).
Representagoes duais.
Dada uma representagao p de g em V, pode se tomar p* de g no dual V* de V' dada pela formula
P (X)) = =Aop(X) onde € V*.

Derivagoes.
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Definigao .9. Uma aplicagao linear D : g — g € uma derivacao da dlgebra de Lie g se satifizer

D[X,Y]|=[DX,Y]+ [X,DY] para todo X,Y € g.

Exemplo .10. Seja

0 * %
g={Xeal3BK): X=10 0 *|}
0 0 0
a dlgebra de Heisenberg. Tome a base {X,Y,Z} com
010 0 00 0 01
X=10 0 0[Y=1]0 0 1{Z=|0 0 O
0 0 0 0 00 000
Suas constantes de estrutura sdo dadas por [X,Y] = Z e os outros colchetes sdo todos nulos. Assim,

ad(Z) = 0, para calcular ad(X), ad(Y') para a base {X,Y, Z} temos:

ad(X)X = 0=0X +0Y +0Z
ad(X)Y =Z=0X +0Y +1Z
ad(X)Z =0 = 0X +0Y + 0Z.

Construindo a matriz da representacdo adjunta temos utilizando propriedades de Algebra Linear:

000
ad(X)=10 0 0
010

Repare que os termos da primeira linha sdo os coeficientes de X, os da segunda sao os de Y e os da
terceira o de Z.
adY)X =-Z=0X+0Y —1Z
adY)Y =0=0X+0Y +0Z
ad(Y)Z =0=0X +0Y 4+ 0Z.

Construindo a matriz da representa¢ao adjunta temos ,como no caso anterior:

0 0 O
adY)=10 0 0
-1 0 0
Finalmente:
0 0 O 0 0 O
ad(X)=10 0 0|,ad(Y)=1]0 0 Of.
01 0 -1 0 0

Exemplo .11. A dlgebra g = sl(2,R) = {X € gl(2,R) tal que trX = 0}, calculando a matriz da

representagio adjunta na base {X,Y,Z}, onde:

E as contantes de estruturas sao dadas por:
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[V, X]=2X, [Y,Z] = —2Z, [X,Z] =Y.

Assim:
ad(X)X =0=0X+0Y +0Z
ad(X)Y = -2X = -2X +0Y + 02
ad(X)Z =Y =0X+1Y +0Z
ad(Y)X =2X =2X 4+ 0Y +0Z
adY)Y =0=0X+0Y +07
ad(Y)Z =—-2Z =0X +0Y + -2Z
ad(Z)X =-Y =0X —-1Y +0Z
ad(Z2)Y =2Z =0X +0Y +2Z
ad(Z)Z =0=0X +0Y +—-0Z.
portanto:
0 -2 0 2 0 0 0 0 0
ad(X)=10 0 1|ad¥)=10 0 0|adZ)=|-1 0 Of-
0 0 O 0 0 -2 0 2 0
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INTRODUGAO

Nos cursos de licenciatura em matematica € comum encontrar perguntas dos
discentes como: “para que eu vou usar isso?” ou “por que tenho que aprender esse
contetido se nem vou ensina-lo na Educagdo Basica?”. E nesse panorama que esse
artigo pretende discutir a importancia das Atividades Praticas como Componente
Curricular (APCCs) enquanto momentos que possibilitem o estabelecimento das relagées
entre os conteudos aprendidos na graduagédo e os conteudos ensinados na Educagao
Basica.

Para mostrar a necessidade desse tipo de pratica sera utilizado o exemplo das
dizimas periddicas. A partir de uma breve conceituacao histérica sobre as mesmas, este
trabalho pretende analisar duas formas de obtengao de fragbes geratrizes, sob a ética do
ensino fundamental e, do ensino superior. O objetivo da explanagao destes dois métodos
€ evidenciar a relagéo existente entre os contelidos nas duas modalidades de ensino.

Apesar dessa relacdo, € importante ressaltar que ha diferencas entre a
matematica que os alunos de uma licenciatura em matematica discutem e aprendem no
curso e a matematica que eles vao ter que ensinar para seus futuros alunos (SANTOS;
LINS, 2008, p. 3).

Pretende-se com isso, como ja dito anteriormente, refletir sobre a importancia das
Atividades Praticas como Componente Curricular, levando os alunos a uma analise sobre

as relagdes entre os conteudos ensinados no curso de licenciatura e, aqueles ensinados
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na Educacgao Basica, ja que essa relagao € dificiimente percebida devido a complexidade

dos conteudos presentes nas ementas.

Assim, o presente texto € dividido em quatro partes, sendo elas: uma se¢ao sobre

as APCCs, outra sobre as dizimas periodicas, mais uma sobre os métodos de obtengao

da fragéo geratriz e por fim, apresentam-se as consideragdes finais.

ATIVIDADES PRATICAS COMO COMPONENTE CURRICULAR (APCCs)

As Atividades Praticas como Componente Curricular correspondem as atividades

realizadas pelo académico, tendo a oportunidade de aprimorar seu conhecimento e

aplicar a realidade escolar.

A importancia destas atividades pode ser evidenciada na Resolugdo do Conselho

Nacional de Educacgao/Conselho Pleno de 2002, que estabelece dentre outros, a carga

horaria de 400 (quatrocentas) horas de APCCs, vivenciadas ao longo do curso (BRASIL,

2002, p. 1).

O parecer CNE/CES n.° 15 de 2005 define componente curricular como:

[...] o conjunto de atividades formativas que proporcionam experiéncias de
aplicagdo de conhecimentos ou de desenvolvimento de procedimentos
proprios ao exercicio da docéncia. Por meio destas atividades, sao
colocados em uso, no ambito do ensino, os conhecimentos, as
competéncias e as habilidades adquiridos nas diversas atividades
formativas que compdem o curriculo do curso. As atividades caracterizadas
como pratica como componente curricular podem ser desenvolvidas como
nicleo ou como parte de disciplinas ou de outras atividades formativa
(BRASIL, 2005, p. 3).

Tais atividades podem ser diluidas entre as diversas disciplinas de um curso de

licenciatura ou podem ser concentradas em disciplinas especificas. No caso desse texto,
por causa da experiéncia vivenciada pelos autores, o entendimento das APCCs é o da
diluicdo em varias disciplinas, como por exemplo: Geometria Analitica, Calculo Diferencial
e Integral, Algebra Linear, Histéria da Matematica, entre outras.

Para um olhar mais apurado, sera analisado o caso da disciplina de Calculo, cujo

estudo de séries e sequéncias pode ser relacionado ao estudo das dizimas periddicas.

DiziMAS PERIODICAS

Os homens da Idade da Pedra ndo usavam fragbes, mas com o advento de culturas

mais avangadas, durante a ldade do Bronze, surgiu a necessidade do conceito de fragéo e
de notagao para fragdes (ANDRINI; VASCONCELLOS, 2012, p. 14). Para os egipcios os
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numeros fracionarios néo eram fragdes propriamente ditas, eram consideradas o inverso de

. . . . - 1
um numero. Sendo assim, eram representadas no sistema numérico, pela fragdo o0

1
que significa que ao se dividir algo por n partes, - € quanto cada um recebe. Assim, para

Boyer e Merzbach (2012, p.31) “as escritas hieroglificas egipcias tém uma notagao especial
para fragbes unitarias, isto €, com numerador um [...] o reciproco de qualquer nimero era
indicado simplesmente colocando sobre a notagao para o inteiro um sinal oval alongado”,
como mostra a Figura 1.

Figura 1 — Fragao Unitaria Egipcia

Fonte: BOYER; MERZBACH, 2012, p. 31
A partir disso, conforme Dante (2012, p. 26) e Andrini e Vasconcellos (2012, p. 156)

podemos definir dizimas periddicas como numeros decimais onde existe uma repeticdo de

um ou mais algarismos infinitamente e, estas podem ser representadas na forma de fragao.

1
Como por exemplo: 0,3333... que pode ser representada como 3 ; 0,3636... que pode ser

representada como Depara-se entdo, com a necessidade de englobar a

11
representagdo de numeros racionais, que segundo Paiva (2009, p. 26) é todo aquele que
pode ser representado por uma razdo entre dois numeros inteiros, sendo o segundo nao
nulo.

O que leva a discussao do proximo tépico € justamente o modo de obter uma fragao
que da origem a dizima periddica, chamada fracdo geratriz, para posteriormente poder

estabelecer relagdes entre os métodos apresentados.

METODOS PARA OBTENGAO DA FRAGAO GERATRIZ

A fragédo geratriz produz dizimas periédicas simples ou compostas, sendo que as
simples apresentam o periodo logo apds a virgula, ja as compostas possuem uma parte nao
periodica antes do periodo (DANTE, 2013, p. 22). Exemplos destas duas representagdes:

e Dizima periddica simples: 1,666...
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e Dizima peridédica composta: 0,23555...

Serado apresentados dois métodos para a obtencao dessas fragdes, exemplificando-
0s. Primeiramente sera exposto um método usualmente utilizado em livros didaticos do
Ensino Fundamental, o qual consiste em resolver um sistema de equagéo de uma incognita.
Este método funciona, pois o algoritmo para resolugdo pede que se multiplique a dizima
periodica por uma poténcia de 10, de acordo com a periodicidade. Logo apds, ao subtrair a
dizima multiplicada, pela primeira, € eliminado a parte periddica. Os passos para a

resolugdo seguem como nos exemplos 1 e 2.

Exemplo 1) 0,454545... (dizima periddica simples)
Para encontrar a fragao geratriz, primeiro € necessario relacionar a dizima periddica
com uma incognita.
x=0,454545... (1)
Em seguida, multiplica-se os dois lados da igualdade por um multiplo de 10, de
acordo com a quantidade de algarismos do periodo.
100 x=45,454545... (2)
Subtrai-se a equagéao (2) da equagéo (1).

100 x=45,454545...
— x=0,454545...
99 x=45

45
X=—
99

5

X=—
11

Portanto, a fragado geratriz da dizima periédica 0,454545... & % .

Exemplo 2) 0,47777... (dizima periddica composta)

Primeiro é necessario relacionar a dizima periédica com uma incognita.
x=0,47777...

Em seguida, multiplica-se os dois lados da igualdade por um multiplo de 10, de

acordo com a quantidade de algarismos que nao fazem parte do periodo.

10x=4,7777...
Separa-se a parte inteira da decimal.
10x=4+0,7777... (3)
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Resolve-se a dizima periddica simples 0,7777... como no exemplo anterior.

Obtém-se da equagao (3):

7
10 x=4+—
=779
43
X=—
90
~ . . - ., 43
Portanto, a fragao geratriz da dizima periédica 0,47777... é 20

Outro método possivel para encontrar a fragdo geratriz, se da por meio de séries
geométricas, parte da ementa da disciplina de Calculo, onde se transforma a dizima
periodica em uma soma de termos, de modo que cada termo é obtido a partir do anterior
multiplicado por umarazao r.

Conforme define Thomas (2012, p.15), a séria geométrica € da forma (1)

apresentada abaixo, onde a e r sdo numeros reais fixos e a#0 . Se |r|¢1

)

pode-se determinar a convergéncia ou divergéncia da série da seguinte maneira:
s,=a+ar+ar’+...+ar" (1)
Multiplicando a igualdade por r
rs,=ar+ar’+...+ar"+ar™" (2)
Subtraindo (1) de (2),
s,—rs,=a+ar™"
Fatorando,

s,[1—r)=al1+r™

a(1+rn+1)
S,=—————
1—r
Se |r|<1 ,entao ;™! tende a zero quando n tende ao infinito e, portanto

a
s, tend —.
n tendea 7

Aqui, como a dizima sera escrita em forma de uma série, logicamente sera
convergente, portanto a demonstracao limita-se somente para este caso.

Logo, se |r|<1 ,entdo .

Para encontrar a fragdo geratriz a partir desse método, seguem os exemplos 3 e 4,

sendo utilizadas as mesmas dizimas dos exemplos 1 e 2, respectivamente.
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Exemplo 3) 0,454545... (dizima periddica simples)
Como mostrado anteriormente, a dizima periddica pode ser escrita como uma série
geométrica, logo:
0,454545...=0,45+0,0045+0,000045+...
O que pode ser escrito da forma:
1
100

0

+0,45

1

+0,45

2

1
— +...

100

1

0,454545...=0,45
100

Com isso, consegue-se determinar o termo geral da sequéncia, que somando seus
termos infinitos, resulta em uma expressao denominada série infinita:
A soma dessa série portanto € dada por:
045 _045_45_5
_ 199 9911
100 100

Logo, a fragédo geratriz da dizima periédica 0,454545... é % .

Exemplo 4) 0,47777... (dizima periddica composta)

Neste caso, o processo € analogo ao do primeiro método, que consiste em separar a
parte periddica da dizima, da parte ndo periodica, transformando assim em uma dizima
periodica simples.

0,47777...=0,4+0,07+0,007+0,0007 +...
Que pode ser escrito da forma:

1 0

1 1 2
— +0,07|—| +0,07| —| +
10 10 10

Neste caso, apds o primeiro termo obtém-se uma série geométrica, entdo, consegue-

0,47777...=0,4+0,07 1

se denominar o termo geral da série: .

A soma dessa série portanto é dada por:

0,07 _007_7
19 %
10 10
Logo, segue que a igualdade é valida:
4 7 _43
0,47777...=—+—=—
’ 10 90 90
~ . . o ., 43
Portanto, a fragao geratriz da dizima periédica 0,47777... é 90 -
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Com isso, consegue-se mostrar que os dois métodos servem também para uma
mesma finalidade, ficando explicito que existe uma relagdo entre as abordagens da

Educacao Basica e do Ensino Superior.

CONSIDERAGOES FINAIS

Procurando sanar problemas de aplicagdo de conteudos, as APCCs surgem como
alternativa ao estudo de maneiras de aproveitamento do que o licenciando vé em sala de
aula. Para exemplificar, foi utilizado um método de resolugdo para obtencdo de fragao
geratriz de uma dizima periddica, visto na disciplina de Calculo, que pudesse também ser
aplicado na Educacéo Basica, dentro da sua realidade.

Assim, ao abordar dois métodos de resolugdo de um exercicio, percebe-se a
necessidade de propiciar aos futuros professores momentos destinados a conhecerem a
realidade na qual atuardo. Desta forma, € imprescindivel que tenham experiéncias praticas
desde o inicio do processo de sua formagao, principalmente em disciplinas como Algebra,
Calculo, Geometria Analitica, consideradas mais dificeis.

As APCCs propiciam estes momentos, mostrando que é possivel conectar os
conteudos do Ensino Superior com os conteludos da Educacdo Basica, antes mesmo dos
Estagios Obrigatérios. Assim, ao fazer relagdes de conteldos aprendidos, o licenciando
deve fazer uma reflexdo, afim de desenvolver uma analise critica reflexiva referente a
pratica escolar no ensino basico, confrontando os conteudos discutidos em sala na

graduacéo.
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1 Introducao

A agricultura de precisdo vem crescendo a cada dia entre os processos de analises do solo e
produtividade. Atualmente os estudos que a envolvem consistem na compreensao da distribuicao espacial
dos dados que sao coletados em uma referida area de terra. Esses dados sdo analisados de modo que
possamos inferir sobre toda a drea com uma determinada precisao e de um jeito que o agricultor possa
tratar cada parte de sua area de acordo com as necessidades especificas do local.

Nesse sentido, a geoestatistica vem com o propdsito de ser instrumento para esse tipo de analise,
desde que os dados coletados apresentem algum tipo de dependéncia espacial.

A geoestatistica consiste basicamente em um estudo sobre as variaveis regionalizadas, que nada
mais é do que uma funcao espacial numérica que varia de um local para outro com uma certa continuidade,
ou seja, existe uma funcdo que é capaz de expressar essa dependéncia. Esta funcdo é denominada de
modelo espacial linear. Os modelos mais comuns sao o exponecial, gaussiano e esférico.

O método da validacdo cruzada permite identificar qual é o modelo espacial linear que melhor
representa os dados reais, permitindo assim que se faca boas inferéncias. Esse método consiste em retirar
cada um dos pontos da amostra, separadamente, e estima-lo. faz-se isso com todos os pontos da amostra.
A partir do valor do ponto amostrado e o estimado sdo calculados o erro médio, erro médio reduzido,
desvio padrao do erro médio, desvio padrao do erro médio reduzido e o erro absoluto, os quais sao
utilizados para identificar o melhor modelo espacial linear.

2 Referencial Teérico

Por geoestatistica entende-se o estudo feito sobre determinada amostra, quando é identificada
continuidade espacial, ou seja, quando é verificada um grau de organizagdo ou continuidade, e entao
parametros como a média e o desvio padrao da estatistica classica nao sao suficientes para representar
o fendbmeno em questao, pois tratam os dados como independentes. Para que possamos determinar qual
das estatisiticas que utilizaremos: classica ou espacial, usaremos o semivariograma que expressa essa
dependéncia espacial entre os dados da amostra [1]

Segundo [2], a geoestatistica se baseia em conceitos probabilisticos, onde acaba utilizando os
dados coletados para estimar a correlacdo espacial e para fazer as estimativas. Na geoestatistica o ideal
é que os dados coletados na area desejada sejam consistentes em toda a area.

A geoestatistica é utilizada para estimar incertezas associadas a locais onde nao foram retiradas
amostras e ainda predizer valores nesses locais. Para que possamos estimar valores desconhecidos, ou
seja, para predizermos valores de um certo ponto no espago de onde nao foi coletada a amostra, a partir
dos dados amostrais, devemos verificar a variabilidade dos dados e postular um modelo que descreva essa
variabilidade, estimar os parametros do modelo se existirem e por fim, caso o modelo seja aceito, ainda
nos resta testé-lo e predizer com embasamento estatistico as informagoes obtidas por esse processo.
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Uma ferramenta importante e principal para a geoestatistica ¢ o semivariograma que ¢ definido

por [4] como um estimador da fungio semivariancia para variaveis regionalizadas com distribuigdo normal
de probabilidade apresentado pela equagao 1:

n(h)

D [Z(s0) = Z(si+ W) (1

i=1

1
2n(h)

v(h) =

o semivariograma é construido de acordo com os parametros:(a = g(p3)), (C = o1 + p2) € (1)

O alcance (a = g(p3)) é a distancia a partir do qual os valores passam a ser independentes,
ele separa os campos estruturados dos campos aleatérios. Em outras palavras ele reflete o grau de
homogeneizagio entre as amostras [2].

O patamar (C = @1 + ¢2) € o ponto de estabilidade do semivariograma, igual a variancia dos
valores da variavel corresponde ao ponto em que o mesmo estabiliza. Deste ponto em diante, considera-se
a nao existéncia de dependéncia espacial entre as amostras.

Por fim, o efeito pepita (¢1) é atribuido a erros de mensuragdo aliado ao fato dos dados nao
terem sido coletados em intervalos pequenos para representar o comportamento espacial do fenémeno [7].
E o valor da funcio semivariograma na origem (h=0). Teoricamente esse valor deveria ser zero, pois duas
amostras tomadas nas mesmas coordenadas nao deveriam possuir diferenca entre as distancias.

Dessa forma, o patamar (C = ¢1 + ¢3), 0 alcance (a = g(p3)) e o efeito pepita (¢1), se tornam
os parametros que devemos buscar ao quantificar a dependéncia das variaveis regionalizadas, matéria
prima do estudo.

O semivariograma mostra caracteristicas discretas dos pares: valor e localizacdo, porém esse
gréfico é continuo e ndo pontual como parece, para tanto é necessario que ajustemos uma func¢ido, ou
modelo, como também podemos nos referir, de modo que se aproxime da melhor maneira possivel dos
pontos do semivariograma.

Uma das caracterisiticas que esse modelo, funcao, precisa garantir é que as variancias calculadas
sejam todas positivas, e entao temos trés modelos que se adaptam a maioria das situagoes encontradas,
sdo eles: esférico, exponencial e gaussiano.

Para que possamos analisar a melhor adaptacao do modelo a ser utilizado, precisamos verificar
0s quatro parametros essenciais para que definamos a estrutura de dependéncia espacial, sao eles:

i) Efeito pepita (¢1): na teoria, quando a distancia h é zero, o valor da semivariancia ¢é igual a zero,
porém, na préatica, isto ndo acontece e a medida que h aproxima-se de zero, o valor do semivariograma
aproxima-se de um valor positivo chamado efeito pepita (p1). [5].

ii) Contribuigao (¢2): é denominada variancia de dispersédo e representa as diferencas espaciais entre
os valores de uma variavel tomada em dois pontos separados por distancias cada vez maiores. [5]

iii) Alcance (a = g(g3)): ¢ a distancia dentro da qual as amostras apresentam dependéncia espacial,
ou seja, o alcance a marca a distancia a partir da qual os dados devem ser analisados usando a Estatistica
Classica, e ndo mais a Geoestatisitica. O alcance é essa fungdo do parametro ¢3; E g representa uma
fungao. [5]

iv) Patamar (C' = ¢; + ¢2): é o valor méaximo do semivariograma correspondente ao seu alcance,
assintota horizontal do modelo linear em questdo. [5]

Considerando os parametros acima temos os modelos:

a) Modelo Esférico

Este modelo apresenta crescimento rapido na origem e atinge o patamar a 2/3 do alcance.
Segundo [6], este modelo ¢ valido em R, R? e R3 e tem como expressio a Equagdo (2):

0, h=0
3
w0 =1 e |3 (2)-1(2)]. o<nza @)
P1+ p2, h > @3
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Figura 1: Representacao Grafica do Modelo Esférico.

Yh)

Ci=C-Co

b) Modelo Exponencial
Este modelo apresenta comportamento aproximadamente linear na origem e atinge o patamar
assintoticamente com alcance préatico definido como a distancia na qual o valor do modelo é 95% de 2,
sendo o alcance prético dado por a = 3p3. Este modelo é véalido em R, R? e R3 [6], e tem como expressdo
a Equacao (3):

0, h=0
v(h) = 901+s02[1—exp(—%)}, 0<h<ps 3)
P11+ 2, h>g&_3

Figura 2: Representacao Grafica do Modelo Exponencial.

¢) Modelo Gaussiano
O Modelo gaussiano apresenta comportamento parabolico na origem e é utilizado para modelar
um fenémeno extremamente continuo. Também atinge o patamar apenas assintoticamente e o alcance
pratico é dado por a = v/3ps. Este modelo é vélido em R, R? e R? [6] e tem como expressdo a Equacio

(4):

0, h=0
; 2
() = <p1+992{1—emp{—(¢—13)}}, 0<h<gps 4)
©1 + P2, h>g03
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Figura 3: Representacao Grafica do Modelo Gaussiano.

Segundo [3], a validagdo cruzada é um método que permite comparar valores amostrados e
estimados para que o melhor modelo de estimacao seja escolhido.

Esse método seleciona o modelo que melhor descreve a dependéncia espacial das variaveis em
func¢do das distancias, e consiste em supor que um dado nao tenha sido observado e entdo retira-se ele da
amostra e obtém-se uma nova estimativa com base nos dados restantes. Fazemos isso com todos os pontos
da amostra e assim, para todos eles existira o valor real e o valor estimado, e portanto conseguiremos o
erro de estima¢io e poderemos optar pelo melhor modelo semivarigréfico [7].

Este procedimento de "deixar um de fora"é repetido para todas as amostras disponiveis.

3 Materiais e Métodos

A amostra de dados que analisaremos se refere produtividade da soja obtida no ano agricola
2004/2005, em uma area de Latossolo Vermelho Distroférrico (EMBRAPA, 2009) com 57 ha, localizada
no municipio de Cascavel - PR, com coordenadas geograficas de 24,95° sul de latitude e 53,57° oeste de
longitude, com altitude média de 650 m. O clima da regidao apresenta-se como temperado mesotérmico e
amido, tipo climéatico Cfa (Koppen) e a temperatura anual média de 21 °C. O levantamento topogréafico e
a verificagdo do posicionamento dos locais de amostragem foram realizados por meio de receptores GPS,
pelo método estatico com corregao diferencial pés-processada. A grade amostral regular espacialmente
georreferenciada utilizada nessa pesquisa foi denotada pelo valor em metros da distincia entre os pontos
amostrais, isto é, 75 x 75 m, onde obteve-se 0 numero de amostras de 66 para a referida grade amostral.

A produtividade da soja foi obtida em cada ponto georreferenciado. Essas informagoes foram
utilizadas para realizagao de toda anélise estatistica e posterior confrontacao dos resultados. A variedade
da soja COODETEC 216 (CD 216) foi semeada na area. O processo de analise utilizara o software R.

4 Resultados e Discussoes

A amostra caracterizada se refere a producdo da soja em toneladas por hectare que permite
avaliar especificamente as areas de terra para que se possa aplicar as técnicas agricolas preditas para
aquele local.

A analise exploratoria de dados é apresentada na tabela a baixo de acordo com as estatisticas
descritivas.
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Tabela 1: Estatisticas descritivas amostra experimental

Estatisticas Amostra Experimental

n 66
Média 3,217
Mediana 3,190
Q1 2,963
Q3 3,478
Minimo 2,090
Maximo 4,090
Desvio Padrao 0,376
CV% 11,708

n: nimero de elementos amostrais; Q1: primeiro quartil; Q3: terceiro quartil; CV: coeficiente de variacao.

Para compreendermos a distribui¢ao espacial de nossos dados, homogeneidade, dispersao, indi-
cios de normalidade e outras caracteristicas do conjunto apresentaremos o grafico abaixo:

Figura 4: Mapa de estudo espacial para dados experimentais.
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O primeiro grafico nos mostra a distribui¢ao dos dados espacialmente de acordo com a proxi-
midade, vemos que eles estao distribuidos de forma aleatéria e nao é possivel verificar nenhum sinal de
anisotropia, ou seja, a amostra aparenta ser isotrépica.

O segundo e terceiro grafico sdo capazes de nos mostrar se ha alguma tendéncia nos dados
quando plotados nas dire¢oes dos eixos cartesianos, ou seja, é possivel verificar que a hipdtese de isotropia
observada no primeiro grafico é fortalecida.

Por fim o quarto grafico trata-se de um histograma que permite visualizar um pequeno indicio
de um histograma leptoctrtico com poucos dados acima da curva de probabilidade.

A validacao cruzada é desenvolvida na tabela abaixo onde foi realizado o ajuste dos modelos
pelo método da maxima verossimilhanga:
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Tabela 2: Validacao cruzada dados experimentais
Modelo 1 P2 (9(¢3)) EM ER Sem Ser EA ML
Exponencial ~ 0.0424  0.0937  261.7293  -0.0017 -0.0024 0.3447  1.0173  16.5131  -24,04
Esférico 0.0  0.1398 40 3,366e-17 8,709e-17  0,3824  1,0171 19,7944  -28,71
Gaussiano 0.0871  0.0488  266.1338  -0,0018 0.0026 0.34379 1,0153 16.0445 -23,90

p1: efeito pepita; @2: contribui¢do; (g(p3)): alcance; EM: erro médio; ER: erro reduzido; Sga: desvio padrao

do erro médio; Sgg: desvio padrao do erro reduzido e EA: erro absoluto.

Analisando e comparando os valores dos parametros obtidos (erro médio, erro reduzido, desvio

padréo dos erros médios, desvio padrao dos erros reduzidos, erro absoluto e a méaxima verossimilhanca) é
possivel perceber que o método da validagao cruzada determina que o modelo gaussiano é o que melhor
representa o conjunto de dados experimentais, o que pode ser confirmado visualmente na figura 5 abaixo,

onde o modelo gaussiano melhor descreve a dependéncia espacial.

Figura 5: Modelos exponencial, gaussiano e esférico ajustados respectivamente ao semivariograma, da

amostra experimental
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5 Conclusoes
E possivel com o método de validacio cruzada descrever o comportamento de um conjunto de
dados, de modo que possamos inferir com determinada confianca sobre o comportamento dos dados. Em
geoestatisitica se faz importante prezar pelos bons ajustes para que nao tenhamos problemas futuros,
uma vez que os estudos e as conclusdes aqui obtidas se fazem tteis para a agricultura e serdao aplicadas

em algum momento na area de terra.

Com este trabalho conseguimos determinar que na &area de terra em estudo nossos pontos
apresentam comportamento gaussiano e fica para um proximo trabalho a sequéncia ap6s determinado o

melhor modelo.
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INTRODUGAO

Este trabalho procura apresentar os entrelagamentos possiveis entre a Analise
Combinatdria, especificamente os principios multiplicativo e aditivo da contagem e, a Logica
Proposicional, de modo que, ao verificar tais relagbes, esperamos que elas possam
beneficiar o ensino destes principios de forma a tornar mais facil a compreensdao dos
mesmos pelos alunos.

A escolha deste tema se deu pelo fato de que os alunos do ensino médio sentem
muitas dificuldades em relagdo aos contetudos de Analise Combinatéria, ndo conseguindo
desenvolver um bom raciocinio matematico frente as diversas situagdes que sao expostas
na vida escolar.

Dessa forma, sera feita inicialmente uma abordagem do conteudo de ldgica
proposicional, o qual pode ser utilizado para explicar os principios fundamentais da Analise
Combinatédria. Em seguida, abordaremos ainda a importédncia da Andlise Combinatéria na

formacgao do aluno e por fim, apresentamos algumas discussdes sobre o assunto.

LOGICA PROPOSICIONAL

Segundo Martins (2012, p. 11-13) pode-se dizer que o filésofo grego Aristoteles (384-
322 a.C.) seja o primeiro a abordar a légica nos termos atuais. Os estudos da l6gica nao
tiveram grandes avangos durante o periodo da Idade Média, entretanto, com Leibniz (1646-
1716), temos obras suas que deram inicio a uma nova era na histéria da légica. George

Boole (1815- 1864) publica seu livro Analise Matematica da légica (1847). Algum tempo
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depois, Gottlob Frege (1848-1925) destaca-se na area da légica sendo considerado o
fundador da Ldégica Matematica ou Simbdlica, sendo quem se aprofundou nos conceitos
logicistas. Também obtiveram destaque no estudo da loégica apds Frege, os filésofos:
Bertrand Russell (1872-1970); Alfred N. Whitehead (1861-1947); Kurt Godel (1906-1978);
David Hilbert (1862-1943); Alfred Tarski (1902-1983); Rudolf Carnap ( 1891-1970); Gerhard
Gentzen(1909-1945) e Stanistaw Jaskowski (1906-1965).

A logica como area de conhecimento tem como objeto de estudo o discurso,
considerando a coeréncia deste sem necessitar de algumas informagdes adicionais sobre o
mesmo. Neste sentido, por meio do estudo da ldgica, pode-se concluir se um discurso € ou
nao uma verdade légica, sem se preocupar em considerar do que se trata o discurso, os
objetos ou os sujeitos que o constituem, ou ainda, as peculiaridades desses. Para tanto,
utiliza-se de linguagens artificiais, ou linguagens formais, que possibilitam este tipo de
analise. Assim sendo, pode-se dizer que “a légica se ocupa das verdades formais”
(MARTINS, 2012, p. 2).

Em relacédo a légica matematica, esta estuda algumas sentengas as quais nem
sempre estdo voltadas a matematica. Este estudo pode ainda ser chamado de Ldgica
Sentencial ou Proposicional e para estudar uma proposi¢ao é necessario, de inicio, entender
0 seu conceito, ou definigdo, assim chama-se proposigao “todo o conjunto de palavras ou
simbolos que exprimem um pensamento de sentido completo” (ALENCAR FILHO, 2002, p.
11). Desse modo, uma proposi¢ao pode ser entendida (tratada) como sendo uma afirmacgao,
ou uma sentenca declarativa.

Para a identificagdo de uma proposicao, sao considerados trés principios
fundamentais: o principio da identidade, o principio da n&o-contradicdo e o principio do
terceiro excluido. Estes principios, ou axiomas, garantem respectivamente que, uma
proposigao € igual a si mesma, ou seja, se ela é verdade, entdo ela é verdade, e se ela é
falsa, entédo ela é falsa; e que uma proposi¢cado nao pode ser verdadeira e falsa ao mesmo
tempo; e que a proposicao ou é verdadeira ou é falsa, ndo existe uma terceira possibilidade.
Nesta perspectiva, chamamos de valor légico, ou valor verdade, o julgamento de falsidade
(F) ou de verdadeiro (V) que uma proposigao assume.

No estudo das proposicbes € comum deparar-se com proposigdes simples e com
proposicdées compostas, em que as proposi¢cdes simples sdo aquelas que nido possuem
outra proposigado integrada a ela, e sédo representadas por letras latinas minudsculas; e
proposicdo composta é caracterizada como sendo a proposigcdo formada por duas ou mais

proposicdes simples, expressas por letras latinas mailusculas. No que se refere a esta ultima
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ha a presencga de conectivos ldgicos (e, ou, néo, se ... entéo, ... se e somente se..., que sao
os mais frequentes) que conectam as proposi¢cdes simples, formando a proposicéo
composta. Além disso, esses conectivos sdo importantes também para determinar o valor
I6gico desse tipo de proposicao.

Diante disso, ressalta-se um aspecto muito importante em relagéo aos conectivos e a
proposi¢cdo composta, pois o valor l6gico desta esta relacionado unicamente com a jungao
do valor logico das proposi¢des simples que a compde (ALENCAR FILHO, 2002, p. 12).

Os conectivos légicos (e, ou, nao, se... entdo,... se e somente se...) ditos
anteriormente, s&o chamados respectivamente de conjungdo, disjungdo, negacéo,
condicional e bicondicional e tendo como apoio os pensamentos de Gerénimo e Franco
(2008, p. 18, 19, 20) abordar-se-a como entender o valor I6gico dos conectivos “e” e “ou”, os
quais serao enfocados no ensino dos principios aditivos e multiplicativos da Analise
Combinatdria.

Assim, no que se refere ao conectivo conjungéo (simbolicamente, expresso por "),
este conecta duas proposicbes simples “p” e “q” com a palavra “e”, nesse sentido a
conjungado da proposi¢do p com a proposi¢ao q (p"q), que € uma nova proposigdo, assume
um valor légico verdadeiro somente quando ambas forem verdadeiras.

O conectivo disjungdo (simbolicamente expresso por *) combina duas proposigdes
simples “p” e “q” com a palavra “ou”, assim a disjungao da proposi¢ao p com a proposicao q,
assume um valor légico verdadeiro quando uma das duas proposigdes for verdadeira.

Tendo conhecimento sobre esses conectivos, & possivel determinar se uma
proposigao € falsa ou verdadeira, o que possibilita o entendimento de diversas situagbes
matematicas, nas quais estes conectivos estdo expostos, como é o caso das atividades ou
problemas que envolvem os principios aditivo e multiplicativo da Analise Combinatéria que

sdo ensinados no Ensino Médio.

ANALISE COMBINATORIA
A Analise Combinatéria é vista como uma importante ferramenta nas diversas areas
do conhecimento cientifico por apresentar muitas aplicagdes. E nesse sentido, é importante

que a aprendizagem deste conteudo ocorra de maneira significativa para o aluno, a fim de
que ele possa se desenvolver intelectualmente. Segundo Batanero, Navarro-Pelayo e

Godino (1997, p. 182) o desenvolvimento da capacidade combinatdria é fundamental para a
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formacdo do pensamento formal do aluno, que é necessario para o tratamento de dados e

informagbes a compreensao de problemas de combinatdria.

Segundo Dornellas (2004, p. 20-21), podemos descrever a Analise Combinatéria
como sendo “o campo da matematica voltado a estudar, examinar, descrever e determinar
as diferentes e possiveis classificagdes que podemos obter e observar de um conjunto dado
e de seus elementos constitutivos”. Assim, a Andlise Combinatdria se constitui como parte
fundamental da matematica, tendo em vista que necessita de um raciocinio légico sobre
situagcbes elementares, utilizando tanto de seus métodos préprios quanto de técnicas de
contagem, sendo que, para obter tais técnicas seja notadamente o objetivo principal da
Analise Combinatdria, conforme expbe Paiva (2009, p. 155).

Em relagdo a abordagem deste conteudo no ensino médio, os Parametros
Curriculares Nacionais (PCNs) afirmam sua importancia na formagéao do aluno e também o
cuidado que se deve ter ao ensina-lo a eles, dessa maneira segundo este documento:

as habilidades de descrever e analisar um grande numero de dados, realizar
inferéncias e fazer predigdes com base numa amostra de populagao, aplicar
as idéias de probabilidade e combinatéria a fendmenos naturais e do
cotidiano sdo aplicagdes da Matematica em questdes do mundo real que
tiveram um crescimento muito grande e se tornaram bastante complexas.
Técnicas e raciocinios estatisticos e probabilisticos sdo, sem duvida,
instrumentos tanto das ciéncias da Natureza quanto das Ciéncias Humanas.
Isto mostra como sera importante uma cuidadosa abordagem dos
conteudos de contagem, estatistica e probabilidades no Ensino Médio [...]
(BRASIL, 1998, p. 257).

Atualmente, ensinar Analise Combinatéria consiste em um dos grandes desafios
enfrentados pelos professores de matematica do ensino médio, pois estes, muitas vezes,
passam a ideia de que um problema de Anadlise Combinatéria condiz com determinadas
formas de agrupamento, e tendo identificado a qual o problema se refere, aplica-se a
formula correspondente. Porém, problemas de Analise Combinatéria exigem, para a sua
resolucdo, um raciocinio matematico bem desenvolvido, pois, cada um desses problemas
que envolvem a combinatéria consiste em um desafio para os alunos, visto que exige
flexibilidade de pensamento: € necessario parar, concentrar, discutir e pensar para poder
resolvé-los (VAZQUEZ; NOGUTI, 2004, p. 6).

Dessa forma, para que o conteido de Andlise Combinatdria seja entendido pelos
alunos e possa sustentar o desenvolvimento do aluno no célculo de probabilidades, se faz
necessario que os principios da contagem sejam bem compreendidos, € nesse sentido a

comunicagdo matematica deve servir de estratégia para facilitar a aprendizagem do aluno.
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A Anadlise Combinatéria, segundo Paiva (2009) ,é alicergada no Principio
Fundamental da Contagem (PFC) também chamado de principio multiplicativo da contagem.
Este principio consiste em uma técnica para a resolugdo de problemas que envolvem
situagdes de contagem; sua principal ferramenta € a arvore de possibilidades que permite
sistematizar o problema para chegar a uma solugéo.

Na figura seguinte, temos a resolugdo de um problema de Analise Combinatéria por
meio do diagrama da arvore de possibilidades. O problema consiste em determinar as
diferentes maneiras que uma pessoa pode se vestir usando uma bermuda e uma camiseta,
sendo que ela possui 2 bermudas, preta e cinza, e 4 camisetas, branca, verde, amarela e
roxa (GIOVANNI; BONJORNO, 2005, p. 145). E um problema que envolve o principio

multiplicativo, o qual sera abordado mais adiante.

Figura 1 — Esquema empregando a arvore de possibilidades

Fonte: Giovanni e Bonjorno, 2005, p. 145.

O PFC, segundo Duro (2012, p. 28), “é o elemento fundamental do pensamento
combinatorio, pois é a partir dele que todas as construgbes cognitivas posteriores
(permutagdes, arranjos e combinagdes) se constituirdo para o sujeito”.

O principio multiplicativo da contagem é abordado em alguns livros didaticos da
seguinte maneira: “se um experimento E pode apresentar n resultados distintos e um
experimento F pode apresentar k resultados distintos, entdo, o nimero de resultados
distintos que o experimento composto de E e F pode apresentar, nessa ordem, € dado pelo
produto n.k” (PAIVA, 2009, p. 156). O mesmo autor traz ainda uma extenséo do principio
multiplicativo, o qual demonstra que esse principio vale para mais de dois experimentos.

Martins de Leonardo (2013, p. 249) aborda o principio multiplicativo de um modo

diferente considerando a ideia de agbes sucessivas. Segundo ele, “considere que um
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acontecimento ocorra em duas etapas sucessivas, A e B. Se A pode ocorrer de m maneiras
e se, para cada uma, B pode ocorrer de n maneiras, o0 numero de maneiras de ocorréncia do
acontecimento é m.n".

Outro principio abordado para iniciar o estudo de combinatéria € o principio aditivo,
que € enunciado com base em um resultado da teoria dos conjuntos. Este principio é
encontrado comumente escrito de forma a se entender que seja realizada a soma de dois
conjuntos disjuntos. No livro didatico de autoria de Paiva (2009, p. 159), este principio é
explicado sob forma do seguinte teorema “Sendo A e B conjuntos finitos, o numero de
elementos da unido de A e B é dado por: n(AUB)= n(A) +n (B)- n(ANB)”, o qual considera a
intersecdo entre os conjuntos, seja ela vazia ou n&o, para encontrar a solugdo de problemas

que envolvem o principio aditivo de Analise Combinatdria.

DiscussOEs

A légica proposicional esta presente na ideia de cada principio.

“Sera que devo multiplicar ou somar?” Esta € uma frase que muitos alunos dizem
quando estdo diante de problemas de contagem. Isso porque, os problemas de contagem
ndo sdo sempre faceis de resolver, porque exigem uma boa interpretagdo, um bom
raciocinio, e assim tomar a decisdo de multiplicar ou somar pode ser bem dificil.

Diante de um exemplo como esse “Uma loja de roupas masculinas vende quatro
modelos diferentes de calcas jeans. Cada calga pode ter uma das cores: preto, marrom ou
azul. Quantas opgdes tera um consumidor interessado em comprar uma calga jeans nessa
loja?” Como o aluno deveria interpretar esse enunciado, sem que seja necessario recorrer
precisamente a formulas ja estabelecidas, que na maioria das vezes confundem o
pensamento do aluno, devido a inicialmente ele nao ter entendido o que cada uma infere?

Com o apoio da légica proposicional, em particular dos conectivos “ou” e “e”, pode-se
explicar este exercicio da seguinte maneira:

Como se sabe pelo enunciado do exemplo que o consumidor pode escolher entre as
possibilidades somente uma calga dentre os quatro modelos (CI, CII, CIII, CIV) e uma das
trés cores (P, M, A), ou seja, sem utilizar o diagrama de arvore, podemos incitar o aluno a
pensar que o consumidor pode escolher entre essas possibilidades: CI e P, CI e M, CI e A,
ClieP,ClleM,ClieA Cllle P,CIll e M, Clll e A, CIV e P, CIV e M, CIV e A, mas,
podemos ainda utilizar neste exemplo o conectivo “ou” para conectar cada proposi¢ao
conjuntiva, sugerindo a ideia de soma entre cada possibilidade, o que totaliza 12

possibilidades. Dessa maneira, como foi utilizado o conectivo “e”, tem-se a ideia de
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conjungdo entre duas “coisas diferentes”, formando outra “coisa nova”, formamos uma
proposicdo composta, e ainda tem-se a ideia de escolhas sucessivas. Pode-se entado
mostrar ao aluno que quando a situagdo, para ser resolvida, depende de que a
esquematizemos desta maneira, utilizar-se-4 do principio multiplicativo. Depois disso, é
interessante apresentar o principio multiplicativo, definido anteriormente, para que desta
forma este possa ficar mais claro ao aluno.

Para explicar como usar a légica proposicional no ensino do principio aditivo da
contagem, sera utilizado também o exemplo a seguir:

Sabendo que uma cidade B tem trés saidas ao Oeste e duas ao Leste, apenas. De
guantas maneiras é possivel sair desta cidade?

Neste exemplo, pelo enunciado podemos entender que para sair desta cidade pode-
se utilizar as trés saidas ao oeste (OI, OII, OIII) ou as duas saidas ao leste (LI, LII), ou seja,
teriamos as seguintes possibilidades: OI ou OII ou OIII ou LI ou LII, totalizando 5 maneiras
de sair desta cidade. Assim, quando a situacdo depende da utilizacdo do conectivo “ou”,
somente, para ser resolvida, entende-se que estamos diante de um problema de contagem
que utiliza o principio aditivo para a sua resolugao. Visto que, o “ou” com base no que traz a
I6gica proposicional assume a ideia de que, de acordo com o exemplo, € a saida x ou a
saida y, e como realmente se optara por uma saida, independente de qual saida se tomara,
sendo que a que for escolhida tem valor verdadeiro, e a que nao foi excluida tem valor falso,
a proposi¢ao ainda continua sendo verdadeira. Tendo em vista isso, pode-se apresentar o
principio aditivo de contagem conforme o enunciado anteriormente visto a compreensao do

aluno quanto o emprego do conectivo “ou” para a resolugado do exemplo.

CONCLUSAO

Diante do exposto, € possivel evidenciar o quanto a légica pode ser relevante no
aprendizado de conteudos matematicos e o quanto ela pode oferecer. Inclusive em relagéao
ao ensino dos principios aditivo e multiplicativo da contagem, que sao fundamentais para a
aprendizagem dos conteudos posteriores como arranjo, permutagées e combinagdes.

Assim, utilizar a lbégica proposicional para explicar os principios aditivos e
multiplicativos pode ser um facilitador na compreensao dos mesmos pelos alunos, e,
portanto, interrogagbes como “sera que devo somar ou multiplicar?” ndo sejam mais tao
comuns entre os alunos, pois estes terdo compreendido o que cada principio traz e entéo
saberdo distinguir diante de situagdes matematicas, quais principios utilizar de maneira

correta.
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INTRODUGAO

As datas comemorativas sdo mencionadas e muitas vezes comemoradas em
diversas instituicdes que possuem Ensino Fundamental Anos Iniciais, mas nos Anos Finais
do Ensino Fundamental essa pratica tem se distanciado, sendo apenas mencionadas em
algumas disciplinas como: Lingua Portuguesa, Inglés e Arte. Os professores de matematica
por sua vez deixam passar despercebidos, por achar que é algo distinto dos conteudos a
serem ensinados em sala de aula.

Neste trabalho apresentaremos uma atividade interdisciplinar de Investigacéo
Matematica, cuja data comemorativa nos remete ao tema do Halloween, ou também
conhecido como Dia das Bruxas. Onde segundo o site Brasil Escola essa comemoragao
surgiu na atual Irlanda, sendo comemorada no dia 31 de outubro, que, no Brasil, também se
comemora o dia dos santos.

Primeiramente iremos expor os principais conceitos de Investigacdo Matematica,
como a definicdo e a forma de se trabalhar em sala de aula. Em seguida, falaremos um
pouco mais sobre o dia do Halloween, e para finalizar colocaremos a proposta da atividade
que pode ser aplicada tanto em uma sala de aula regular, quanto em uma Sala de Apoio, em

turmas do 7° ano do Ensino Fundamental II.

INVESTIGAGAO MATEMATICA EM ATIVIDADES
Segundo Ponte, Brocardo e Oliveira (2009, p. 13), “investigar € procurar conhecer o
que nao se sabe”, por meio de pesquisa e descoberta. A investigacao, nesse sentido, pode

abranger diversos caminhos, como por exemplo, pesquisas desenvolvidas na internet, nos
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livros e em revistas. Em ultima analise, a todo o0 momento investigamos sem nem mesmo
nos darmos conta disso.

Quando se fala especificamente em Investigacdo Matematica temos uma
investigagdo matematica em sala de aula na qual os alunos através de um material,
generalizam para um problema dado pelo professor, utilizando conceitos previamente
estabelecidos pelo professor ou por ele. Ponte, Brocardo e Oliveira (2009, p. 13) expdem
que a “investigacdo matematica consiste em descobrir relagées entre objetos matematicos
conhecidos ou desconhecidos, procurando identificar as respectivas propriedades”.

Nesse contexto, cabe ressaltar que é de suma importancia que um professor de
matematica ou de qualquer outra area do ensino, utilize em suas aulas a investigagao e
também a interdisciplinaridade’, pois faz com que os alunos se envolvam e tenham vontade
de participar, interagindo, investigando por si mesmos, sem a intervencdo direta e
corriqueira do professor. E com esse tipo de atividades (investigativas) que o conhecimento
se concretiza. Segundo Braumann (1945, p. 104 apud PONTE; BROCARDO; OLIVEIRA,
2009, p. 19), “aprender matematica nao € simplesmente compreender a matematica ja feita,
mas ser capaz de fazer investigagdes de natureza matematica”.

Segundo Ponte, Brocardo e Oliveira (2009, p. 20),

a investigagdo matematica envolve quatros momentos principais. O primeiro
abrange o reconhecimento da situagcdo, a sua exploragdo preliminar e a
formulagdo de questdes. O segundo momento refere-se ao processo de
formulagdo de conjecturas. O terceiro inclui a realizagdo de testes e o
eventual refinamento das conjecturas. E, finalmente, o ultimo diz respeito a
argumentacgao, a demonstragao e avaliagao do trabalho realizado.

Com isso podemos perceber que para se realizar a investigagdo matematica,
devemos seguir alguns passos, estes que irdo facilitar a aplicagédo e o entendimento dos
alunos. E necessario que o aluno tenha conhecimento do que esta sendo abordado ou
aplicado pelo professor, para que seja realizada uma melhor exploragdo do que se pede
afim de que os alunos possam investigar. Apés a exploragédo eles fardo uso do que foi

compreendido, das hipoteses levantadas “testando” e validando.

' Segundo os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio (PCNSs) a interdisciplinaridade vai
além da justaposigao de disciplinas €, ao mesmo tempo, evita a diluigdo das mesmas de modo a se
perder em generalidades.

A interdisciplinaridade é uma tematica, sobre a forma de ensino em sala de aula, € uma forma
de compreender mais facilmente as diferentes areas do conhecimento e com isso estar sempre em
constante investigagcao do saber. Traz consigo novos conhecimentos através de sua pratica, segundo
Tomaz e David (2008, p. 27) “a interdisciplinaridade é analisada na agcédo dos sujeitos e quando
participam, individualmente ou coletivamente, em sistemas interativos”.
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Para melhor compreensao de como se trabalhar com uma atividade investigativa,
apresentamos na sec¢ao seguinte, um exemplo de tema que pode ser utilizado como estopim
desencadeador de uma discussao para o ensino de Matematica. Cuja atividade proposta
trabalhara a interdisciplinaridade, com o Tema Halloween e o calculo da area do caixao do

Dracula.

HALLOWEEN

Segundo o site InfoEscika o Halloween, ou Dia das Bruxas, como & conhecido no
Brasil, € uma forte tradigdo cultural nos Estados Unidos, mas surgiu entre os Celtas (na
regido onde hoje fica a Irlanda) a cerca de 2500 anos.

Segundo o site Brasil Escola, acredita-se que na passagem dessa noite as almas
saem de seus tumulos e partem pelas ruas amedrontando todos aqueles que estdo por
perto. Ja no site Info Escola, a jornalista Thais Pacievitch afirma que:

0 Halloween foi introduzido nos Estados Unidos por imigrantes irlandeses,
em 1840. Os vinculos com a tradigao celta, e mesmo com a religiosidade
incutida pela Igreja foram se perdendo com o passar dos anos. Atualmente,
o Halloween é mais uma tradigdo de cunho comercial. No dia 31 de outubro
as criangas saem para as ruas fantasiadas, batendo na porta das casas, e
dizendo a frase tradicional: “travessuras ou gostosuras”, para ganhar doces.
Entre os adultos, € comum a decoragao das casas e a troca de presentes.

Ainda segundo o site Brasil Escola o dia das Bruxas se infiltrou no Brasil de uma:

forma timida, pois o Brasil, pais que celebra as coisas boas da vida, ndo se
vé em meio a festividade aos mortos. Apesar de sua pequena influéncia,
pode ser vista em escolas, clubes, casas noturnas e shoppings de varias
cidades, mas como dito anteriormente, ndo adquire forga expressiva, ja que
nem o folclore local é efetivamente comemorado

PROPOSTA DE UMA ATIVIDADE INVESTIGATIVA
Propomos uma atividade investigativa interdisciplinar direcionada ao 7° ano do
Ensino Fundamental - Anos Finais, podendo ser aplicada na sala de aula regular ou na sala

de apoio®. A atividade é voltada para o dia do Halloween, entdo sugerimos que o professor

2 O Programa da Sala de Apoio & Aprendizagem tem como objetivo atender as defasagens de
aprendizagem apresentadas pelos alunos dos anos finais do Ensino Fundamental, no que se refere
aos conteudos basicos das disciplinas de Lingua Portuguesa e Matematica. Disponivel em: <
http://www.gestaoescolar.diaadia.pr.gov.br/modules/conteudo/conteudo.php?conteudo=28>.
Acesso em: 24 abr. 2015.
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divulgue e combine com seus alunos antes para que todos venham a carater, a fim de
promover uma atividade dindmica e despertar a curiosidade dos alunos para esta atividade.

Para proporcionar um ambiente mais dindmico e que todos possam participar,
aconselhamos que o professor organize as cadeiras em um formato circular, assim o
professor tera uma visdo panoramica de seus alunos.

A interdisciplinaridade ocorrera entre as disciplinas de Arte e Matematica, optamos
pela disciplina de Arte, pois o professor da disciplina podera auxiliar no momento da
construcdo do caixdo do Dracula, apresentando algumas técnicas de dobraduras, recortes e
colagens para que a atividade seja desenvolvida com éxito. Para que a interdisciplinaridade
acontega os professores devem criar 0 ambiente juntos, a proposta deve ser elaborada na
hora-atividade dos professores que irdo aplicar. Em todo momento os professores irdo
auxiliar os seus alunos no desenvolvimento das atividades. Sera uma troca de experiéncia
para ambos.

A aula sera introduzida pelos professores de Arte e Matematica, que contara de
maneira teatral como se originou o dia do Halloween, e o porqué se comemora até hoje.
Neste momento os professores poderdo explorar as suas criatividades, fazendo o uso da
expressao facial e corporal, se possivel com um fundo musical de suspense. Propomos que
os professores fagam um breve ensaio, de como fardo essa “peca teatral”’, para que ambos
possam participar deste momento, ndo ficando encarregado somente um professor para
realizar essa introducgédo. Pois a interdisciplinaridade deve ocorrer de maneira conjunta.

Apos a leitura do texto, os professores juntamente com os alunos confeccionarao o
caixdo do Dracula. Para sua construgédo, os seguintes materiais serdo necessarios: molde
impresso (Figura 1) para cada aluno, tesoura, régua (para a atividade de concluséo), cola e
EVAs (preto ou branco). Trata-se de uma construgdo simples para ser realizada pelos

préprios alunos.

Figura 1 — Caixao do Dracula
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Fonte: Blog de Artesanato®

Os professores orientardo os alunos para que realizem a atividade até o término da
aula, pois a mesma sera usada para a proxima atividade. Com as dobraduras prontas, os
professores entregardo os EVAs brancos ou pretos para que os alunos confeccionem a area
do caixdo, somente a parte exterior. E importante que nesse momento o professor chame a
atencdo para a definicdo da palavra area, “Denomina-se area a medida da superficie de
uma figura” (TOLEDO; TOLEDO; 1997) caso os alunos nao se recordem do que se trata. O
professor podera explicar que se refere a cobertura do caixdo que estao confeccionando.

Os professores dividirao a turma em grupos de 3 ou 4 alunos, e pedira que eles
calculem a area total do caixdo. Como se trata de uma atividade de Investigagéao
Matematica, nesse momento o professor ird apenas orientar. E importante que os alunos
investiguem, estudem, levantem hipoteses de como irdo solucionar esse problema
apresentado. Possiveis duvidas podem surgir, como: “mas nao existe formula para essa
figura do caixado?”, “como irei calcular?”, e outras. O professor levantara sugestdes do tipo
“sera que nesta figura eu consigo encontrar um quadrado ou triangulo?” de modo que levem
os alunos a se lembrarem de como foram deduzidas as férmulas do triangulo, do quadrado,
do retangulo e trapézio. Possivelmente alguns alunos irdo desenhar varios triangulos,
quadrados, e outras figuras a fim de encontrar a area através da soma destes. Vale ressalta
que o professor ndao deve fornecer respostas prontas em uma atividade de investigagao, ele
apenas orientara os alunos.

Caso os alunos sintam dificuldades em conseguir encontrar o quanto de papel EVA
irdo utilizar para confeccionar o caixao, e nao relembrem das dedugdes das formulas das
figuras geométricas mais usadas como: reténgulo, quadrado, tridngulo, paralelogramo e

trapézio; o professor podera entdo abordar o conteudo de areas.

3 BLOG DE ARTESANATO. Disponivel em: <http://www.hak.com.br/artesanato/como-fazer-um-
dracula-porta-doces-para-halloween>. Acesso em: 24 abr. 2015.
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Selecionamos o livro didatico do Sistema de Ensino Poliedro, sendo desenvolvido
pelos autores JOAQUIM. C. V.; SGAMBATTI. M. J; DIAS. R. F. A (2011, p. 218):

Area de um retangulo
A area de um retangulo é dada pelo produto das medidas de seus dois lados

consecutivos. Podemos chamar um lado de base e outro de altura.

- h Area do retangulo= base x altura = b x h

b

Area do Quadrado
Como todo quadrado € um retangulo, a sua area é calculada da mesma forma que

um retangulo, sé que agora as medidas dos lados sdo as mesmas.

Area do quadrado= altura x altura =a x a

Area de um Triangulo
A area de um tridngulo qualquer pode ser entendida como a metade da area de um
retangulo.

Figura 2 — Retangulos

Fonte: Dos autores, 2015
a

Os triangulos 1 e 2 da Figura 2 apresentados no segundo retangulo tém a mesma

superficie que o triangulo 3 e 4. A soma das superficies dos quatro tridngulos resulta na area
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do retangulo, e a soma de apenas duas superficies (de areas diferentes resulta na area do

triangulo).

basexaltura

Area do triangulo=

Area do Paralelogramo
Podemos entender um paralelogramo como sendo formado por dois tridngulos de

mesma area. Acompanhe a sequéncia:

b é a medida da base de uma das bases do paralelogramo.
h é altura relativa a base de medida b.

A é a medida da area de cada um dos dois triangulos que formam o paralelogramo.

(bxh)

. . 2 ~
Assim, podemos escrever: area do paralelogramo= 2 x A= 2 X =b x h, entdo

temos que a area do paralelogramo é igual b x h.

Area do Trapézio
Podemos entender um trapézio como sendo formado por dois tridangulos. Acompanhe

a sequéncia:
b

B
b é medida da base menor do trapézio.
B é a medida da base maior do trapézio.
h é a altura relativa as bases.

A1 e A; sdo as medidas das areas dos dois triangulos que formam o trapézio.
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Assim, podemos escrever:
(bXh) (BXh) bh+Bh (b+Blh

”
& & 2 &

Area do trapézio= A+ A, = + = =

Depois da conclusao da atividade, é realizado um momento de discussao a respeito
de como solucionaram o problema proposto. Possivelmente teremos valores diferentes
quanto a area do caixao devido as diferentes construgdes, mas as diferengas ndo poderao
ser muito diferentes. Caso isso ocorra, o professor podera averiguar as possiveis causas
dessa diferenga, como por exemplo, se algum aluno utilizou o arredondamento no momento
dos calculos, ou qual método/féormula utilizou para encontrar a area.

Essa discussao visa, sobretudo, reforgar a ideia de que existe uma infinidade de
possibilidades para calcularmos a area de um objeto.

CONCLUSAO

Como ja explicitado na introdugdo, as datas comemorativas sdo muito utilizadas no
ambito escolar dos anos iniciais do Ensino Fundamental, contudo, nos anos finais, esse
enfoque tem se perdido. Portanto, com a intengéo de fortalecer esse tipo de atividade para
os Anos Finais do Ensino Fundamental, procuramos apresentar uma possivel atividade
interdisciplinar de Investigagdo Matematica relacionada ao Haloween.

Essa atividade investigativa podera estabelecer relagdes com outras disciplinas tais
como: Arte e Matematica. Além disso, permitiu trabalhar com o conteudo de areas de figuras
de trés e quatro lados, ou seja, com area de tridngulos e quadrilateros.

Assim, esperamos que essa proposta de atividade sirva para os demais colegas a
utilizarem ou ainda, que seja um incentivo para o preparo de outras atividades investigativas
e interdisciplinares que possam promover a discussdo em torno de outras datas
comemorativas e importantes, como por exemplo, Dia dos Pais, Dia do Trabalhador, Dia do

indio, entre outras.
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INTRODUGAO

O presente trabalho tem como finalidade fazer a analise de uma questao do
ENEM a luz dos trés principais norteadores curriculares do Brasil e do estado do
Parana: os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs), as Diretrizes Curriculares da
Educacgao Basica (DCEs) e a Matriz de Referéncias do ENEM.

Nosso proposito € verificar se a questdo escolhida contempla os trés
norteadores curriculares. A ideia inicial do trabalho partiu das aulas da disciplina de
Metodologia e Pratica de Ensino da Matematica na Educacao Basica de um curso
de Licenciatura em Matematica de uma universidade federal. Em uma de nossas
aulas tivemos como atividade comparar o 3° e 4° ciclos' das DCEs com os PCNs e,
em outra ocasido, fazer uma analise das competéncias e habilidades da Matriz de
Referéncias do Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM). A justificativa que nos
levou a falar sobre este tema é a importancia que estes documentos tém para o

ENEM, ja que sao eles que norteiam o ensino de matematica no Brasil e no Parana.

ASPECTOS RELACIONADOS AOS BLOCOS E CONTEUDOS ESTRUTURANTES

As DCEs e os PCNs sugerem quais conteudos devem ser abordados em sala

de aula. Nos PCNs os conteudos sao agrupados por blocos, de forma que reinem

"0 3° e 4° ciclos das DCEs e dos PCNs so referentes aos anos finais do ensino fundamental
(6°, 7°, 8° e 9° ano).

UNIVERSIDADE TECNOLOGICA FEDERAL DO PARANA.

70



Il Semana da Matematica da UTFPR - Toledo
A matematica e seus caminhos: vencendo limites

Toledo, 04 a 8 de maio de 2015

Il fe

“[...] os diversos conteudos em fungao dos principais eixos de cada tema”, de modo
a “garantir o equilibrio e a coeréncia interna entre os conteudos, apresentando-os
dentro de um contexto que permita ao professor perceber as possiveis articulagbes
e interrelagbes” (BRASIL, 1997, p. 39). Assim, os blocos norteiam quais assuntos
abordar, propiciando aos professores elencar os conhecimentos necessarios aos
alunos, de maneira que estes sejam cidaddos plenamente reconhecidos e
conscientes de seu papel em nossa sociedade. Diante disso, serdo descritos cada
bloco e suas especificidades.

No bloco que trata sobre Numeros e Operacdes, o aluno deve perceber a
existéncia de diversos tipos de numeros bem como de seus diferentes significados,
a medida que se deparar com situagdes-problema envolvendo operagbes ou
medidas de grandezas (BRASIL, 1998, p. 50). O bloco Espago e Forma, explora
situagcdes em que sejam necessarias algumas construcdes geomeétricas com régua e
compasso, nao apenas o estudo das formas, mas também as nocdes relativas de
posicao, localizagao de figuras e deslocamentos no plano e sistema de coordenadas
(BRASIL, 1998, p. 51). As Grandezas e Medidas tratam das diferentes grandezas?
(comprimento, massa, tempo, etc.) incluindo as que sao determinadas pela razédo ou
produto de outras (velocidade, energia elétrica, etc.). Além disso, trata da ideia de
proporcionalidade (BRASIL, 1998, p. 51). E no dultimo bloco, Tratamento da
Informagcdo, é estudado nogdes de estatistica, probabilidade e problemas de
contagem. Sendo que em nogdes de estatistica € esperado que o aluno venha
coletar e organizar dados, utilizando tabelas e graficos, resolvendo calculos que
envolvam média, mediana e moda. Ja em relagdo a probabilidade o aluno deve

compreender que muitos dos acontecimentos do cotidiano sao de natureza arbitraria

e podem identificar possiveis resultados destes acontecimentos acerca de um deles.

E em problemas de contagem, o objetivo é levar o aluno a lidar com situagdes que

envolvam diferentes tipos de agrupamento (BRASIL, 1998, p. 52).

2De acordo com o dicionario Aurélio a definicdo de grandeza seria: (&)sf. 1. Qualidade de
grande. 2. Podemos entdo, considerar como grandeza o que é suscetivel de medida e quantidade
aquilo que é efetivamente medido e expresso por niumeros” (PEREZ, Marlene. GRANDEZAS E
MEDIDAS: representacdes sociais de professores do ensino fundamental. Tese do Doutorado em
Educacgéo da Universidade Federal do Parana, Curitiba, 2008, p. 50)
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Ja nas DCEs os conteudos sdo organizados e chamados de Conteudos

Estruturantes, os quais buscam identificar e organizar os campos de estudos das

disciplinas escolares que sédo consideradas fundamentais para a sua compreensao.

Quando tratamos de Conteudos Estruturantes, estamos entendendo que estes:

[...] sdo os conhecimentos de grande amplitude, conceitos, teoria ou
praticas, que identificam e organizam os campos de estudos de uma
disciplina escolar, considerados fundamentais para a compreenséao
de seu objeto de estudo/ensino. Esses conteudos s&o selecionados a
partir de uma analise histdrica da ciéncia de referéncia (quando for o
caso) e da disciplina escolar, sendo trazidos para a escola para
serem socializados, apropriados pelos alunos, por meio das
metodologias criticas do ensino aprendizagem (PARANA, 2008, p.
25).

No contetdo estruturante que trata sobre Numeros e Algebra é necessario

que o aluno seja capaz de compreender:

e sistema de numeragdao decimal e o conceito de notagcao
cientifica;

e 0s conceitos da adicdo, subtracdo, multiplicacdo, divisao,
potenciacdo e radiciacdo de numeros pertencentes aos
conjuntos dos naturais, inteiros, racionais, irracionais e reais e
suas propriedades;

e 0 conceito de razédo e proporgéo, regra de trés, porcentagem,
fragdes e dos numeros decimais e as suas operagodes.

e [...] o conceito de incognita;

e e realizar a escrita de uma situagdo problema na linguagem
matematica;

e [...] reconhecer e resolver equagdes numéricas e algébricas,
inequacoes, sistemas de equacgdes;

e [...] diferenciar e realizar operagdes com mondmios, bindmios,
trinbmios e polinbmios; equagdes quadradas, biquadradas e
irracionais (PARANA, 2008, p. 51).

Quando se tratar de Grandezas e Medidas, sao propostos 0s seguintes

assuntos: “sistema monetario; medidas de comprimento; medidas de massa;

medidas de tempo; medidas derivadas: areas e volumes; medidas de angulos,

medidas de temperatura; medidas de velocidade; trigonometria: relagdes métricas

no triangulo retangulo e relacdes trigonométricas nos triangulos” (PARANA, 2008, p.

53). No momento que o professor trabalha com as Geometrias, ele os desdobra em

‘geometria plana, geometria espacial, geometria analitica e nogbes basicas de
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geometrias ndo euclidianas” (PARANA, 2008, p. 55). Ja o contetudo estruturante
Tratamento de Informagdo engloba os seguintes conteudos: “nogdes de
probabilidade, estatistica, matematica financeira e nogées de analise combinatéria”
(PARANA, 2008, p. 59).

O ENEM PENSADO POR MEIO DAS DCEs E Dos PCNs

Apesar de termos abordado apenas o 3° e 4° ciclos, que correspondem ao
Ensino Fundamental — anos finais (6° ao 9° ano), podemos inferir que existe uma
relacdo com o ENEM, isto porque, analisando os PCNs e as DCEs do Ensino
Fundamental e Médio verificamos que os blocos e conteudos estruturantes sao
basicamente iguais, pois em ambos ha os conteidos Numeros e Algebra,
Grandezas e Medidas, Geometria e Tratamento de Informagao, a unica diferenca é
que no Ensino Médio ha as Funcgdes.

Vale ressaltar que € indispensavel utilizar as abordagens relacionadas no
ENEM ja no Ensino Fundamental, pois os professores costumam trabalhar as
competéncias do Exame apenas no Ensino Médio, porém elas ja devem ser
inseridas na sala de aula muito antes disso, para que quando os alunos estiverem
no Ensino Médio ja tenham um conhecimento mais amplo do que compreender de
cada bloco. Isso se deve ao fato de que as competéncias foram elaboradas para
subsidiar as aulas dos professores na melhoria de novas abordagens e
metodologias que possibilitem alcangar tais habilidades. Além disso, fornecem
um significado ao conhecimento escolar quando contextualizado e propiciam
a interdisciplinaridade, incentivando o raciocinio e a capacidade de aprender.

Dessa forma, nota-se a importancia das competéncias no aprendizado, assim
sendo, a palavra competéncia estaria ligada a capacidade do estudante de
compreender fendmenos naturais, enfrentar situagdes-problemas, construir
argumentacdes consistentes e elaborar propostas que atentem para as questdes
sociais. Assim, cada competéncia deve corresponder a um conjunto de habilidades

que seriam a demonstragao pratica dessas competéncias.
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competéncias,

Na Matriz de Referéncia de Matematica e suas Tecnologias temos sete

cada uma possuindo suas habilidades especificas. Essas

competéncias procuram:

e Construir significados para os numeros naturais, inteiros,
racionais e reais;

e utilizar o conhecimento geométrico para realizar a leitura e a
representacdo da realidade e agir sobre ela;

e construir nogdes de grandezas e medidas para a compreensao
da realidade e a solugao de problemas do cotidiano;

e construir nogdes de variagdo de grandezas para a compreensao
da realidade e a solugao de problemas do cotidiano;

e modelar e resolver problemas que envolvam variaveis
socioecondmicas ou técnico-cientificas, usando representacdes
algébricas;

¢ interpretar informacdes de natureza cientifica e social obtidas da
leitura de graficos e tabelas, realizando previsdo de tendéncia,
extrapolagao, interpolagao e interpretagao;

e compreender o carater aleatdério e nao-deterministico dos
fendmenos naturais e sociais e utilizar instrumentos adequados
para medidas, determinacdo de amostras e calculos de
probabilidade para interpretar informagdes de variaveis
apresentadas em uma distribuicdo estatistica (INEP, 2012, p. 5-
7).

Para clarear e objetivar a relagdo dos documentos citados com o ENEM,

iremos analisar uma das competéncias envolvidas na Matriz de Referéncia. Com

essa finalidade escolhemos a Competéncia 3, seguida de suas habilidades (H):

Competéncia de area 3 - Construir no¢gdes de grandezas e medidas
para a compreensao da realidade e a solugdo de problemas do
cotidiano.

H10 - Identificar relagdes entre grandezas e unidades de medida.
H11 - Utilizar a nogdo de escalas na leitura de representacédo de
situacao do cotidiano.

H12 - Resolver situagao-problema que envolva medidas de
grandezas.

H13 - Avaliar o resultado de uma medi¢cdo na construgdo de um
argumento consistente.

H14 - Avaliar proposta de intervencdo na realidade utilizando
conhecimentos geométricos relacionados a grandezas e medidas
(INEP, 2012, p. 5).

terceira competéncia visa a compreensdo da relagdo (ou do

estabelecimento dessas) entre grandezas e medidas e trabalha com conceitos
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ligados a escalas. Entre as mais conhecidas estdo aquelas que foram definidas pelo
Sistema Internacional de Medidas (Sl), como o "metro", e outras aceitas por esse
sistema, como o “segundo”, o “minuto” e a “hora”. Entdo nessa competéncia, através
de cinco habilidades, é possivel intervir, estabelecer e padronizar determinadas
grandezas e medidas. O exame, por exemplo, pode apresentar uma situacao
problema em que os dados aparecem em metros e pedir ao aluno para transforma-
los em decimetros. Nesses casos, o Enem deve explicar a diferenca de concepgao
entre cada escala e propor um problema em que o aluno precisara calcular o
resultado. Cada uma das questdes do ENEM podera avaliar uma ou mais
habilidades e ira frisar na avaliagdo a competéncia ou habilidade do aluno na

compreensao dessas medidas.

ANALISE DE UMA QUESTAO
A questdo em analise sera a de numero 158 do ENEM de 2009, como segue.

(ENEM, 2009) A figura a seguir mostra as medidas reais de uma
aeronave que sera fabricada para utilizagdo por companhias de
transporte aéreo. Um engenheiro precisa fazer o desenho desse
aviao em escala de 1:150.

Figura 1 - Avido

( :% 28.5 metros

36 metros

Para o engenheiro fazer esse desenho em uma folha de papel,
deixando uma margem de 1 cm em relagao as bordas da folha, quais
as dimensdes minimas, em centimetros, que essa folha devera ter?
2,9cmx 3,4 cm

3,9cmx4,4cm

20cm x 25 cm

21 cmx 26 cm

192 cm x 242 cm

®aoow
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A escala mostra a razdo entre a medida do desenho e a realidade, sendo de
1:150 neste caso. Equivalendo 1 medida no desenho a 150 na realidade. Portanto o
desenho é uma reducdo em 150 vezes do tamanho real. Como o comprimento real
da aeronave é de 36 metros (3600 centimetros), o comprimento do desenho sera de
3600 : 150 = 24 cm. Ja a largura real é de 28,5 metros (2850 centimetros), portanto
a largura do desenho sera de 2850 : 150 = 19 cm. Como a margem em relagéo as
bordas da folha € de 1 cm, a largura e o comprimento devem ter, no minimo, 2
centimetros a mais que os valores do desenho encontrados (devido as margens
superior e inferior em um caso e as margens a direita e a esquerda no outro caso).
Assim, as minimas dimensdes da folha sdo de 21 cm x 26 cm.

Nesta questdo, aparece fortemente o conteudo estruturante Grandezas e
Medidas, com enfoque para medidas de comprimento e escalas. Como vimos
anteriormente este assunto é tratado nas DCEs e nos PCNs, além é claro, de fazer
da Matriz de Referéncia do ENEM. Também podemos inferir que na questdo é
necessario conhecimentos que também sio ensinados no Ensino Fundamental,

reforgando a importancia do professor utilizar questdes do ENEM em suas aulas.

CONSIDERAGOES FINAIS

O Ensino Fundamental é um dos alicerces da educag¢ao e nao ha nada mais
precioso nesta fase de ensino que estimular a descoberta que favorece a autonomia
do aluno, buscando facilitar a vida cotidiana. Para isso, nos professores em
formacgao, precisamos focar nossos estudos no desenvolvimento do raciocinio do
aluno, ajudando na sua concentragdo e mostrando o prazer dos desafios
matematicos. Dessa forma, o ENEM, com sua peculiaridade de tratar de questdes
que favorecem a descoberta foram nossa mola propulsora na discussao do presente
trabalho.

A partir de nossa investigagdo, percebemos que na questdo analisada
emergiram os conteudos sugeridos nas DCEs e nos PCNs, o que fortalece a ideia
de se trabalhar com questdes do ENEM, pois ao mesmo tempo em que o conteudo

€ trabalhado de forma investigativa também estamos preparando nossos alunos
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para uma prova tao importante em suas vidas. Portanto, constamos a necessidade
dos professores seguirem (ndo enquanto ordem, mas enquanto sugestdes) os
conteudos citados por cada documento, pois eles estdo estritamente relacionados
com a Matriz de Referéncia do ENEM, em que as questdes propostas no exame sao
relacionadas com o cotidiano dos alunos, tornando-os um ser auténomo e capaz de

tomar suas proprias decisoes.
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INTRODUGAO
Vivemos hoje na rede publica de ensino do Parana, onde ocorre uma pratica de algo

almejado ha muito tempo: a inclusdo de alunos com necessidades educacionais especiais
em salas de aula regular. E dentro desse contexto, surgem inumeros desafios pedagogicos:
€ preciso repensar antigas praticas, entendendo a riqueza de possibilidades que advém do
pensamento de uma escola para todos; valorizar as diferengas enquanto colaboradoras do
processo de aprendizagem; aprender sobre especificidades metodoldgicas potenciais no
desenvolvimento de cada sujeito; e reorganizar a gestdo do processo educativo como um
todo. Sendo, assim, visivel a complexidade por detras do sucesso ou insucesso das praticas
inclusivas na escola (MANTOAN, 2013).

A Constituicdo Federal de 1988 propbde avangos significativos para a educagao
escolar de pessoas com deficiéncia, que garante o direito a igualdade (art. 5U) e trata, no
artigo 205, do direito de todos a educacdo, sobre o pleno preparo da pessoa para a
cidadania e sua qualificagdo para o trabalho. Além disso, no Artigo 206 (inciso 1), a
Constituicdo elege como um dos principios “a igualdade de condigbes de acesso e
permanéncia na escola”. Em seguida, no Artigo 208 (inciso V) acrescenta que o “dever do
Estado com a educagao sera efetivado mediante a garantia de acesso aos niveis mais

elevados do ensino (...), segundo a capacidade de cada um”.
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Dentro dessa pratica, esta a integracdo, em que considera as deficiéncias como
problemas das pessoas, visando a manutencgao das estruturas institucionais. Por outro lado,
ha também a pratica da inclusdo, em que considera as deficiéncias como problema social, e
promove a transformagdo da sociedade e das instituicdbes para acolher essas pessoas
(LOURENGCO, 2010). Acontece que, na pratica, ha falta de equipes multidisciplinares para
tratar da inclusdo como especialidade.

Assim, atualmente, percebe-se que, do ponto de vista educacional especial, a escola
ainda se vive a transigcdo de um modelo de integragdo para o modelo inclusivo. Através
disso, ha uma necessidade relevante do educador compreender claramente, antes de
qualquer pratica, sobre Deficiéncia e Dificuldade, que s&o termos protagonistas em
discursos pedagdgicos na perspectiva inclusiva.

No entanto, muitas das vezes se verifica a utilizagcdo de ambos como sindnimos um
do outro. Seriam mesmo? Nao haveria distingdo entre os conceitos? Para responder a
essas questdes é que se propde o atual trabalho. Discute-se a diferenca que se pode fazer
entre os termos no espacgo escolar. Busca-se, dessa forma, colaborar com o professor em
formagao constante, que se prepara para a nova realidade. Nao s6 na esfera da educagao

inclusiva, mas em todas as esferas, seja educacional, saude, seguranga, etc.

DEFICIENCIA
Segundo o dicionario Aurélio, o termo deficiéncia, do Latim deficientia, refere-se a

falta, falha, caréncia, imperfeicdo e/ou defeito (FERREIRA, 2014). A deficiéncia, de acordo
com a Convencgao Sobre os Direitos da Pessoa com Deficiéncia, pode ser entendida como
“impedimento de longo prazo de natureza fisica, mental, intelectual ou sensorial, o qual, em
interacdo com diversas barreiras, pode obstruir a participagédo plena e efetiva do sujeito na
sociedade em igual condigdo com os demais” (BRASIL, 2009).

Outra definigdo, apresentada por Carvalho (2012), afirma que a deficiéncia
representa a exteriorizacdo de um estado patologico, advindo de algum disturbio organico.
O que ocasiona a anormalidade de estrutura, de fungao psicoldgica, fisiolégica ou
anatdémica. Podendo citar como exemplos de deficiéncia uma anomalia, defeito ou perda de
um membro ou qualquer outra estrutura do corpo, inclusive das fungdes mentais. Assim, a
deficiéncia pode ser temporaria ou permanente, dependendo do seu grau de intensidade.

Nas orientagdes propostas por Mantoan (2003), “entende-se as deficiéncias como
“fixadas” no individuo, como se fossem marcas indeléveis, as quais s6 nos cabe aceita-las,

passivamente, pois pensa-se que nada podera evoluir (...)". Considera-se, portanto, das

UNIVERSIDADE TECNOLOGICA FEDERAL DO PARANA.

80



Il Semana da Matematica da UTFPR - Toledo
A matematica e seus caminhos: vencendo limites

Toledo, 04 a 8 de maio de 2015

1] f c

suas especificagdes estaticas, como os niveis de comprometimento, as categorias
educacionais, os quocientes de inteligéncia e entre outras.

A deficiéncia é compreendida, durante o Ultimo dispositivo de ordem mundial, a
Convengéao Interamericana para Eliminagdo de Todas as Formas de Discriminagéo (1999),
como “restricao fisica, mental ou sensorial, de natureza permanente ou transitéria, que limita
a capacidade de exercer uma ou mais atividades essenciais da vida diaria causada ou

agravada pelo ambiente econémico ou social”.

DIFICULDADE DE APRENDIZAGEM
No dicionario Aurélio, pode-se encontrar a definicdo de dificuldade, do Latim

difficultate, como sendo o “carater ou qualidade do que é dificil; aquilo que é dificil;
obstaculo, estorvo, impedimento; complexidade, complicagao; oposigéo, objecéo; relutancia,
repugnancia, situacgao critica, apuro”.

Segundo Felipe (2013), o termo dificuldade esta mais diretamente relacionado ao
individuo que nao responde ao desenvolvimento que se espera dele quanto ao seu potencial
intelectual. Assim, o sujeito tende a apresentar desempenhos abaixo (ou superiores no caso
de altas habilidades) do esperado por causa dessa circunstancia especifica. A dificuldade
somente pode ser diagnosticada cujo déficit de aprendizagem nédo se deva a problemas
neuroldgicos.

De acordo com Garcia (1998, p. 08), a dificuldade de aprendizagem “refere-se a um
retardamento, transtorno ou desenvolvimento lento em um ou mais processos de fala,
leitura, aritmética ou outras areas escolares (...).” Como causa, o autor enfatiza sobre uma
possivel disfungdo cerebral e/ou alteragdo emocional. Porém, “ndo é um resultado de
retardamento mental, de privagdo ou fatores culturais e instrucionais”. Numa mesma
perspectiva, “a dificuldade de aprendizagem € encontrada em criangas com atrasos no
desenvolvimento psicomotor, perceptivo, linguistico, conectivo e psicologico” (SEBER,
1997).

Assim, como também, Freire (1996, p. 31, 32) conceitua a dificuldade de
aprendizagem como “um termo geral que se refere a um grupo heterogéneo de transtornos
gue se manifestam por dificuldades significativas na aquisi¢gdo e uso da escrita, fala, leitura,

raciocinio ou habilidades matematicas”.

RECONHECENDO A DIFERENGA

UNIVERSIDADE TECNOLOGICA FEDERAL DO PARANA.

81



Il Semana da Matematica da UTFPR - Toledo
A matematica e seus caminhos: vencendo limites

Toledo, 04 a 8 de maio de 2015

1] f c

E frequente, no contexto escolar, confundir os termos Deficiéncia e Dificuldade de
Aprendizagem. Assim como afirma Silva (2003):

A crianga com dificuldade de aprendizagem vem sendo confundida com a
que é portadora de deficiéncia mental, uma vez que nao compreende e nao
consegue acompanhar a turma, ou seja, ndo apresenta o desempenho
escolar esperado pelo professor diante dos contetidos programaticos.

Pensando nesse aspecto, Fonseca (1995, p. 30) também compartilha a mesma
afirmacdo, em que a crianga com dificuldade nao é deficiente. Pois a crianga com
dificuldade de aprendizagem possui “um perfil motor adequado, inteligéncia média, uma
adequada visao e audigao, em conjunto com ajustamento sécio-emocional”.

Uma forma pratica do professor verificar a diferenca entre os dois conceitos, é
pensando nas classificagdes propostas para cada um. As especificidades de cada ideia -
deficiéncias e dificuldades - ndo permite uma Unica classificacdo simultaneamente. Os
termos sdo abordados de forma separada justamente por tratarem de assuntos diferentes.

Quando se trata de deficiéncias, encontramos as especificagdes: deficiéncia
mental/intelectual, deficiéncia auditiva, surdez, deficiéncia fisica, deficiéncia visual,
deficiéncia multipla, transtornos globais do desenvolvimento, condutas tipicas e altas
habilidades/superdotagdo. Assim, sdo possiveis deficiéncias de diferentes naturezas -
psicologica, fisica ou sensorial (MOHR, 2012).

As dificuldades de aprendizagem, por sua vez, podem ser especificas, ou gerais. E
ainda temporarias ou permanentes. Classificando-se, segundo Ribeiro (2012), em: dislexia
(dificuldade na aprendizagem da leitura), disgrafia (dificuldade na escrita), discalculia
(dificuldade para calculos e numeros), disortografia (dificuldade de transcrever corretamente
a linguagem oral), dislalia (dificuldade na fala), e o Transtorno de Déficit de Atencado e
Hiperatividade (TDH).

CONCLUSOES
A partir das definicbes descritas, € possivel verificar a distingdo entre os termos

Deficiéncia e Dificuldade. O professor precisa estar atento ao trabalho inclusivo, buscando
formas para que ambos os alunos (com deficiéncias e com dificuldades) estejam de fato
inclusos na sala de aula. E entendendo a diferenga entre os conceitos, o educador tende a
nao tratar todos os estudantes como necessitando das mesmas adaptagbes
curriculares/metodoldgicas. Além disso, enfatiza-se a importancia dessa distingéo, para que
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ele, o educador, possa pensar em métodos de ensino diferenciados, e também, nas formas
de aprendizagem diferenciadas.

Os educandos com dificuldades, por sua vez, exigirdao do professor o pensamento
mais especifico acerca das metodologias e praticas pedagdgicas mais apropriadas as suas
especificidades. Muitas vezes, o fracasso do aluno na verdade é apenas o fracasso do
ensino oferecido a ele, ou seja, “a dificuldade de aprendizagem do aluno pode ser
influenciada pelo meio em que a aprendizagem ocorre e ndo puramente por dificuldades
cognitivas do aluno” (FELIPE, 2013).

Para os alunos com deficiéncia, estes necessitardao, na grande maioria dos casos, de
adaptagdes que vao além do planejamento do professor. Envolvendo, adaptagao fisica ou
de equipe de apoio (intérpretes, professores auxiliares, etc). Para os defensores como
Mantoan (2003) e Forest (1985), é indispensavel que as escolas adotem praticas de ensino
adequadas as diferencas dos alunos. Oferecendo alternativas e recursos de ensino e
equipamentos especializados que atendam a todas as necessidades educacionais dos
educandos.

Uma causa possivel que leva o professor a confundir os dois termos €&, por muitas
vezes, de o aluno com deficiéncia também ser passivo de alguma dificuldade de
aprendizagem. Levando a acreditar que da mesma forma que se trabalha a dificuldade do
aluno comum, trabalha-se a dificuldade do aluno com deficiéncia. O que é inconveniente,
uma vez que os alunos, dadas suas dificuldade e/ou deficiéncias carecem de métodos de
ensino dependendo da sua condigao especifica.

Ademais, os termos remetem a ideias distintas, ambas presentes no contexto da
educacdo inclusiva. E importante que o profissional da educagdo compreenda essa
diferenca, considerando a relagdo entre os conceitos e, além disso, realize discussbes
criticas frente ao assunto. Nao sédo sinbnimos, mas de certa forma, estdo em relagéo estreita

e, contudo, estao explicitamente préximos entre si na realidade do ambiente escolar.
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Cesufoz

O Centro de Estudos Avangados em Seguranca de Barragens (CEASB) € um convenio entre

Itaipu Binacional, por meio da Universidade Corporativa Itaipu € o Parque Tecnoldgico de

Itaipu (PTI), que atua no desenvolvimento de solugbes estratégicas em seguranga de

barragens, por meio de pesquisas aplicadas, realizadas pelas universidades parceiras e

pelo meio técnico da ltaipu. O Sistema de Detecgao de Falhas € um projeto em andamento

no CEASB, que visa determinar os modos de falhas possiveis de serem monitorados

através dos conceitos da analise fatorial. Este artigo tem como objetivo demonstrar as

atividades desenvolvidas até o momento neste projeto, bem como a divulgacéo e

disseminagao do conhecimento.
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INTRODUGAO 2

A integracdo entre o CEASB, Itaipu e o Parque Tecnoldgico de Itaipu (PTI) permite a
formacédo de competéncias essenciais para o desenvolvimento das pesquisas e inovacoes
tecnoldgica, atuando nas areas de modelagem 3D, modelagem e simulagao, robotica,
instrumentacao, geotécnica, limnologia, base de dados e sistema de cadastro de barragens.
O projeto em andamento atua na area de instrumentagéo, visando o desenvolvimento de
tecnologia em seguranga de barragens.

Existem varias razbes para a construgdo de barragens, seja para abastecimento de
agua, irrigacao, produgao de energia elétrica, controle de cheias ou alimentagao de outros
reservatorios. O que existe em comum entre todas as barragens sdo os possiveis problemas
relacionados com rupturas, rachaduras, infiltragdo entre outros. Segundo [1], o histérico de
rupturas de barragens revelou que um longo periodo de operagdo normal das obras néo &
garantia de condi¢des futuras de seguranga, uma vez que tem havido casos de rupturas
bruscas apés 10 e 20 anos de operagao normal.

Um sistema de monitoragdo com base em dados de instrumentos confiaveis auxilia
na prevencao de possiveis acidentes e incidentes. Os dispositivos de instrumentacdo sao
usados de forma a auxiliar nas inspe¢des visuais utilizadas para avaliar a seguranga das
barragens. Os dados obtidos dos instrumentos podem revelar uma condigéo critica possivel
ou permitir avaliar se uma determinada condigao requer medidas corretivas ou nao.

Legislacbes de varios paises, como por exemplo, Japdo e Franga, impode
instalagbesées de instrumentos como componente essencial de um projeto de
instrumentacgéo de barragens.

No Brasil em 20 de setembro de 2010 entra em vigor [2] que estabelece a Politica
Nacional de Seguranga de Barragens destinadas a acumulagdo de agua para quaisquer
usos, a disposig¢ao final ou temporaria de rejeitos e a acumulagao de residuos industriais, e
cria o Sistema Nacional de Informagdes sobre Seguranga de Barragens (PNSB). No art. 2°
item Il dessa lei, a seguranga de barragens €& definida como sendo a providencia de
condi¢cbes que vise a manter a sua integridade estrutural e operacional e a preservagao da
vida, da saude, da propriedade e do meio ambiente.
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Em seguida veio [3], que estabelece diretrizes para implantagdo da politica nacional
de segurancga de barragens, aplicagdo de seus instrumentos e atuagcédo do sistema nacional
de informagao sobre seguranga de barragens, em atendimento ao artigo 20 da lei N°12.334
mencionada anteriormente.

O objetivo deste trabalho, conforme as normas que visam a segurancga de barragens,
€ de apresentar um resumo da proposta de aplicagdo, em bloco chave da barragem de
Itaipu, que é um método capaz de determinar os modos de falhas possiveis de serem

monitorados apresentado em [4].—Nes-preximos—capitalos-€-apresentadeumresumeo-desse
método—

INSTRUMENTAGAO 3

A instrumentagao refere-se ao conjunto de dispositivos instalados nas estruturas e
em suas fundagdes, objetivando monitorar seu desempenho através de medigbes de
parametros, cujos resultados, devidamente analisados e interpretados, servirdo para avaliar
suas condi¢des de seguranca [5].

O sistema de instrumentagao faz-se através de um plano de instrumentagdo que
consiste em um projeto de instrumentagao obtido, primeiramente, através dos resultados do
estudo detalhado das caracteristicas geoldgico-geotécnicas da regido e do entorno onde
estara locada a barragem, através do qual sao definidas se¢des e blocos "chaves" a serem
observados e instrumentados [6].

Blocos chaves sao secgdes representativas do comportamento tipico de um
determinado trecho da barragem, levando-se em consideragdo basicamente o tipo de
fundagao e as caracteristicas geométricas da estrutura, que recebem uma instrumentacgao
mais completa [5].

Uma correlacédo entre os tipos de instrumentos usualmente empregados na
auscultagao de barragens, conjuntamente com as inspeg¢des visuais e os principais tipos de

deterioragao é apresentada em [5].

Figura 1 — Instrumentagao de Barragens de Concreto
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Segundo [7] leituras dos instrumentos de uma barragem devem ser realizadas por
equipes de bom nivel técnico e treinadas para tal, visto que a precisao dos dados obtidos
estara diretamente condicionada a qualidade e cuidado dos leituristas. Estes deverao
receber treinamento apropriado, e serem periodicamente motivados através de palestras e
conferéncias; além disso, é importante que as medigdes sejam realizadas sempre pelos
mesmos leituristas, para manter-se os erros sistematicos sob controle e, também, para que
0s mesmos atuem como os primeiros inspetores visuais, informando imediatamente aos
seus superiores quaisquer observacdes encontradas que possam ser indicios de
comportamento anémalo das estruturas.

Existe hoje com a melhoria das técnicas de mineragdo de dados, uma preocupagao
na forma que os dados sdo coletados e armazenados, com o objetivo de garantir a

qualidade desses dados para proporcionar uma melhor interpretagdo da informagéo.

TRATAMENTO DOS DADOS 4

Um plano de instrumentagdo, sem a correspondente anadlise periddica e
interpretacao sistematica dos resultados, € inutil, ou mesmo nocivo, na medida em que
pode causar uma falsa impressao de seguranga em relagédo ao empreendimento [5].

A Analise Fatorial € uma técnica estatistica que busca, através da avaliagdo de um

conjunto de variaveis, a identificagdo de dimensdes de variabilidade comuns existentes em
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um conjunto de fendmenos, o intuito é evidenciar estruturas existentes, mas que néo séo
observaveis diretamente. Cada uma dessas dimensbes de variabilidade comum recebe o
nome de Fator.

Encontra-se na literatura aplicagdes em varias areas para a analise fatorial, com em
[8] utiliza-se da analise fatorial para a identificagdo do constructo essencial dos dados. Em
[9] concorda que se utilize a analise fatorial nas seguintes circunstancias: Identificagdo das
dimensdes latentes ou fatores que expliquem as correlagdes entre um conjunto de variaveis,
identificar um conjunto novo, menor, de variaveis ndo correlacionadas para substituir o
conjunto de variaveis correlacionadas, Identificagdao, em um conjunto maior, de um conjunto
menor de variaveis que se destacam para uso em uma analise multivariada subsequente.

Uma descrigdo completa do método para realizar uma analise fatorial dos dados é
encontrada em [10] e [11].

DETERMINAGAO DOS MODOS DE FALHA 5

Segundo [12] e [13] a determinagao de todos os modos de falha em um sistema
estrutural é inviavel. Por esse motivo, serdo apenas dedicados esforgos em conseguir
determinar os modos de falha que a analise fatorial realizada permitir.

Como andlise fatorial agrupa os instrumentos altamente correlacionados a um
mesmo fator, a ideia €& utilizar as associagbes dos instrumentos com as anomalias
apresentadas em [5], [14], [15] e o conhecimento pratico dos profissionais da barragem,
para relacionar os fatores com as anomalias.

Se mais de um fator for necessario para monitorar certa anomalia entramos no caso
de modos de falha de sistemas, onde a ocorréncia de mais de um evento é necessario para
ocasionar uma falha. Segundo [16] modos de falha de sistema podem ser em série,
paralelos ou mistos.

Como nao serao utilizadas as grandezas fisicas, se deve verificar o comportamento
anormal da estrutura através das leituras dos instrumentos. De acordo com as literaturas
citadas e do que foi repassado por profissionais que atuam ha muitos anos na barragem,
para que certas anomalias ocorram, € necessario que exista uma combinagao de leituras
fora do seu comportamento normal simultaneamente. Assim, deve-se determinar em quais

fatores esses instrumentos estarao agrupados.

UNIVERSIDADE TECNOLOGICA FEDERAL DO PARANA.

89



Il Semana da Matematica da UTFPR - Toledo
a -[ A matematica e seus caminhos: vencendo limites
< UTrer

Toledo, 04 a 8 de maio de 2015

Il fe

Como os escores fatoriais dependem dos fatores obtidos na analise fatorial e,
consequentemente, dependem dos instrumentos agrupados neles, quando houver alguma
mudancga brusca nas leituras desses instrumentos correlacionados com uma determinada
anomalia, o resultado do escore fatorial também devera sofrer alteragao. Portanto, para
realizar esse monitoramento busca-se determinar as regibes criticas desses escores
fatoriais para a qual devera indicar quais as anomalias ocorreram.

Para determinar as regides criticas sao utilizados os intervalos de projeto dos
instrumentos instalados no bloco e os intervalos de 95% de confianga da média dos ultimos

dois anos. Um intervalo que representa uma mudanca de comportamento é definido como:

MC =(min{l,L},max{1,L,}) U(min{ls, L}, mdx{ls,Lg})

MERGEFORMAT.
em que l‘z‘, ls sd0 os limites inferiores e superiores, respectivamente, do intervalo de
confianga de 95% da média e L e Ls s30 os limites inferiores e superiores, respectivamente,

do intervalo de projeto do inicio da construgéo.
Usando um programa gerador de numeros aleatdrios, € possivel gerar vetores de
simulagdo das anomalias, que sao possiveis de monitorar a partir do que foi apresentado

pela analise fatorial. Por exemplo, se trés instrumentos estdo relacionados com certa

anomalia, basta gerar leituras para esses instrumentos em seus respectivos intervalos M C,

e para os demais instrumentos gerar leituras dentro dos intervalos de confianga de 95% da
média IC, fazendo isso, temos a geragao de um vetor que simula essa anomalia.

E importante destacar, que essa geragéo por mais que seja aleatéria deve seguir o
seguinte principio, se existem 3 instrumentos altamente relacionados com essa anomalia,
entao antes é necessario verificar qual € o instrumento com maior influéncia no fator, essa
informacao é revelada pela analise fatorial. Além disso, a analise fatorial também revela qual
€ a correlagao entre todos os instrumentos nesse estudo.

Assim, reordenamos os instrumentos, de forma que todos relacionados com a
anomalia fiquem nos primeiros lugares, e, o primeiro instrumento deve ser o que possui

maior influéncia no fator. Dessa forma, quando for gerado o primeiro nimero aleatério para o
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primeiro instrumento, é verificado em qual dos conjuntos do intervalo MC ele pertence, visto
que o intervalo MC é formado pela unido de dois conjuntos.

No caso de ser gerado um numero do intervalo esquerdo do conjunto MC, quando for
gerado o proximo numero aleatério para o proximo instrumento, deve ser verificado qual é a

correlagdo do segundo instrumento com o primeiro. Se a correlagao for positiva, este

numero aleatério deve estar do mesmo lado esquerdo do intervalo MC 4o segundo

instrumento, caso contrario, ou seja, se a correlagéo for negativa, o nimero aleatério deve

estar do lado direito do intervalo M€ do segundo instrumento.

Este principio deve ser seguido para todos os instrumentos, mesmo aqueles que nao
tém relacdo com a anomalia, contudo, neste caso, deve ser verificado o lado esquerdo e/ou
direito do intervalo de confianga da média para tais instrumentos.

A descricao completa desse algoritmo bem como as regides criticas determinadas

sao apresentadas em [4].

CONCLUSAO 6

O procedimento descrito nesse trabalho fornece uma alternativa para determinacao
de modos de falha em um bloco chave de uma barragem de concreto altamente
instrumentado que pode servir como uma ferramenta para o monitoramento e auxiliar na
tomada de deciséo.

Esse processo sera realizado no bloco chave A - 15 da barragem de- Itaipu pelos
membros do projeto Sistema de Detecgéo de Falhas, que esta em andamento. Pretende-
se no final do projeto determinar quais séos os tipos de falhas possiveis de determinar
nesse bloco, e, apresentar as regides criticas de cada modo de falha.

Futuramente esse projeto sera expandido para todos os blocos chaves da
barragem, possibilitando a criagdo de um sistema de monitoramento para todos os

setores da barragem.
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INTRODUGAO
Neste trabalho sera apresentada uma proposta de ensino a fim de trabalhar os

conteudos de volume e area, por meio de uma situagao-problema envolvendo a Modelagem
Matematica no ambito da Educacdo Ambiental como uma aplicagao sobre o Aproveitamento
de Agua de Chuva. O intuito é de sensibilizar, mobilizar e conscientizar o que acontece com
nossos recursos naturais, percebendo os beneficios do reuso da agua da chuva tanto do

ponto de vista da economia quanto do impacto ambiental.
Desta forma utilizaremos a Modelagem Matematica como estratégia pedagdgica.

Deste modo o trabalho se dara em trés partes, na primeira sera abordada a Modelagem
Matematica, nos aspectos de: o que é, por que usar e como usar. Na segunda,
apresentaremos a atividade e, na terceira parte sera realizada uma possivel resolu¢ao com
alguns encaminhamentos.
A MODELAGEM MATEMATICA

Ao falar sobre Modelagem Matematica algumas colocagdes surgem: o que &, por
que usar e como usar a Modelagem. Segundo Barbosa (2001, p. 6) “modelagem é um
ambiente de aprendizagem no qual os alunos séo convidados a indagar e/ou investigar, por

meio da matematica, situacdes oriundas de outras areas da realidade”.
A atividade de Modelagem Matematica parte do processo de uma situagao

problema inicial até uma situacgéao final. Segundo Almeida, Silva e Vertuan (2012, p.12) essa
atividade pode ser descrita “em termos de uma situagdo inicial (problematica), de uma
situagdo final desejada [...] e de um conjunto de procedimentos e conceitos necessarios

para passar da situagao inicial para a situagao final”.
De acordo com os autores citados anteriormente, o desenvolvimento das atividades

de Modelagem Matematica propicia aos alunos a percep¢ao do uso da situagao problema
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fora do cotidiano escolar. Assim, os mesmos autores dedicam-se a trés aspectos
importantes de como fazer Modelagem Matematica em sala de aula, sdo eles: 0 espaco e a
condugéo das atividades de Modelagem Matematica no curriculo escolar e/ ou nas aulas de
Matematica; a atuagao do professor nas aulas com Modelagem Matematica; a familiarizagéo

dos alunos com atividades de Modelagem Matematica.
O uso da modelagem em sala de aula como alternativa pedagdgica se faz partindo

de uma situagdo problema ndo essencialmente matematica, necessitando de um
entrosamento entre defini¢cdo, investigacdo e resolugédo. A familiarizacdo do aluno com a
modelagem matematica pode ser caracterizada em diferentes momentos, conforme o

Quadro 1 a seguir:

Quadro 1 — Momentos de familiarizagdo do aluno com a Modelagem Matematica

Primeiro Inicialmente expondo o problema aos alunos e alguns dados que seréo

Momento necessarios, na analise, a investigacéo e a dedugcado de um modelo matematico
acompanhadas pelo professor.

Segundo Apds, em um outro momento o professor impde aos alunos uma situagao

Momento problema, que em grupos deverdao complementar a coleta de dados.

Terceiro Por fim, os alunos em grupos serdo responsaveis pela condugdo de uma

Momento atividade de modelagem, de modo que estes realizem todos os procedimentos
por conta propria.

Fonte: Adaptado de Almeida, Silva e Vertuan (2012, p.26).

Desta forma, essa canalizagdo da introdugdo de atividades de Modelagem
Matematica em salas de aulas com alunos ainda nao familiarizados com esse tipo de
atividade consiste na possibilidade que o aluno tem de desenvolver a habilidade de fazer
modelagem, de forma gradativamente.

Assim a Modelagem Mateméatica pode ser utilizada como meio didatico para
abordar além da matematica outros temas que também sao importantes para os alunos,
deste modo escolhemos abordar o tema de meio ambiente juntamente com a matematica,
assim nosso tema trabalha com a captagédo da agua da chuva e com os conteudos de area

e volume por parte da matematica.

ATIVIDADE: CAPTAGAO DA AGUA DA CHUVA

Segundo Cézar e Sezar (2011/2012, p7) “Os oceanos cobrem mais de 70% da
superficie do planeta”. Essa agua tem um ciclo natural, que comega com sua evaporagao,
formando as nuvens que depois irdo retornar para a terra através das chuvas. Sendo por
volta de 97% da agua de nosso planeta é salgada, restando apenas 3% de agua doce.
Sendo que 2% estao nas geleiras e calotas polares e apenas 1% correspondente a agua

dos rios, lagos e lengadis freaticos.
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Com a poluigdo cada vez maior do ar, da terra, das nascentes, dos lagos, dos rios e
dos oceanos, essas aguas acabam ficando contaminadas, exigindo uma enorme
preocupacao em sua preservagao, pois sem a agua natural, a vida como a conhecemos, se
extinguira.

Nés, enquanto consumidores, podemos economizar evitando que mais aguas
sejam retiradas da natureza para nosso consumo. Vejamos algumas dicas simples para

diminuir esse consumo:

Quadro 2 — Formas simples para economizar agua potavel

Fechar a torneira enquanto escovar os dentes, fazer a barba, ensaboar a louga, etc.;
N&o usar mangueira para lavar pisos, calgadas, automoveis, etc.;
Trocar as valvulas hidro assistidas de descargas por caixas acopladas ao vaso sanitario com
limitador(es) de volume(s) por descarga;
Diminuir o tempo no banho, e ajustar o fluxo da agua;
Procurar usar a maquina de lavar roupas apenas quando tiver uma quantidade de roupas (sujas)
suficiente para usar o volume maximo da maquina;
Se tiver que lavar mais de uma leva de roupas, e se a maquina permitir, antes da maquina jogar
fora a agua do enxague, dé uma pausa, tire a roupa limpa, coloque a segunda leva de roupas sujas
e reinicie o trabalho da maquina. Depois quando a maquina for centrifugar, dé uma pausa e junte as
roupas da primeira leva para centrifugar tudo junto. Assim vocé economiza um tanque de agua;
Reuso da agua originada do enxague da maquina de lavar roupas para lavar o chdo do quintal;
Reduzir a vazédo de agua do seu chuveiro ou ducha (Um chuveiro normal gasta em média 3,5 litros
por minuto);
Reduzir ou eliminar o consumo de carne (segundo o conceito de agua virtual que leva em
consideragédo toda a agua usada para fabricar um produto industrial ou um alimento, uma dieta
basica com carne consome cerca de 4.000 litros de agua virtual por dia, enquanto a dieta
vegetariana requer em torno de 1.500 litros).

Fonte: Adaptado, do site: Sempre Sustentavel.

Outra forma de economizar é fazer o Aproveitamento de Agua da Chuva (Figura 1),
e para isso podemos construir e instalar um sistema usando a tecnologia da Mini cisterna,
que foi criada e desenvolvida baseada na norma ABNT NBR 15.527:2007 "Agua de chuva -
Aproveitamento de coberturas em areas urbanas para fins ndo potaveis". O esquema basico

pode ser visto na Figura 1.

Figura 1 — Esquema de Captagdo da Agua da Chuva
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APROVEITAMENTO DA AGUA DE CHUVA

ESQUEMA BASICO DE UM SISTEMA TECNICAMENTE CORRETO

Obs.: Baseado na norma ABNT NBR 15.527:2007
"Agua de chuva - Aproveitamento de coberturas em
areas urbanas para fins ndo potaveis™

DESVIO DO CONDUTOR
DE DESCIDA PARA O
SISTEMA

e
s - LADRAO ANT.
I L= P.ENEIR{ - —__ REFLUXO

RESERVATORIO DA
AGUA DE CHUVA

FILTROE o, il ) v
SELETOR DE —= | F _] 1
AGUAS \ / — } =y
w -
REG}STRO/ CLORADOR
A agua da chuva nao € potavel, por tanto 7 CISTERNA
impropria para consumo humano, mas DESCARTE da
pode ser usada para PRIMEIRA AGUA DA
CHUVA ou AGUA ||| [ meoutoroe
- irrigar plantas; DE CHUVA FRACA | |LT—/* TurBuULENCIA
- descargas no vaso sanitario; Obs.: 56 usar cloro de origem
« lavagens de pisos, carros, maquinas, etc orgénica (clore para piscinas)

w.sempresustentavel.com.br

Fonte: Sempre Sustentavel

Esse esquema tem por objetivo mobilizar e conscientizar os alunos sobre o que
acontece com os nossos recursos naturais, percebendo os beneficios do reuso da agua da

chuva (economia e impacto ambiental). Conforme o Quadro 3 a seguir:

Quadro 3 — Os Principais objetivos do Aproveitamento da Agua da Chuva
Incentivar a populacado a fazer o aproveitamento correto da agua de chuva;
Fazer com que toda casa urbana tenha pelo menos um sistema simples de Aproveitamento da
Agua de Chuva;
Minimizar o escoamento do alto volume de agua nas redes pluviais durante as chuvas fortes;
Usar a agua para irrigagdes nos jardins e lavagens de pisos externos. Assim, essa agua vai
infiltrar na terra e ir para o lencol freatico, preservando o seu ciclo natural;
Usar a agua para lavagens de pisos, carros, maquinas e nas descargas no vaso sanitario.
Fonte: Adaptado, do site: Sempre Sustentavel

Dadas as informagdes anteriores e com o intuito trabalhar com os alunos dos anos
iniciais do Ensino Fundamental, pode-se sugerir a seguinte proposta de problema: Como
podemos calcular quantos litros de agua podem ser recolhidos e reutilizados em casa?

Veremos algumas possiveis solugbes a seguir.

ENCAMINHAMENTOS METODOLOGICOS

A aula se daria da seguinte forma, primeiramente seria (feito,proposto...) um
possivel encaminhamento, onde os alunos deveriam construir um pluvidmetro com a
intencdo que os mesmos utilizariam para coletar os dados, mas tal atividade deve ocorrer
num periodo chuvoso para que possa ocorrer a coleta. Caso isso ndao acontega outra
possibilidade seria que o professor forneceria uma tabela pronta.

Porém para este trabalho, optamos por utilizar uma tabela pronta, conforme a
Figura 2:

Figura 2 — Calendario anual de chuvas
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www. sempresustentavel com br

Calendario anual das chuvas
Janeiro | fevereiro | margo abril maio Junho
4831 mm [3935mm | 176 mm | 136 mm | 63 mm 20 mm
julho agosto | setembro | outubro | novembro | dezembro
775mm | Omm | 794mm | 8mm |[1025mm | 202 mm

Obs.: os dados sdo referente ao ano de 2010 na cidade de Sao Paulo - SP bairro do Ipiranga
Precipitacdo Total = 1817 mm = 1817 litros p/m? - Perioclo de estiagem = 51 dias

Fonte: Sempre Sustentavel

Entdo, para uma possivel solugdo devemos primeiro calcular a area de uma
superficie, desta forma €& preciso saber como calcular a area de alguns formatos
geométricos basicos. Segundo lezzi, Dolce e Machado (2005, p. 253) “medir uma superficie
significa compara-la com outra, tomada como unidade, e estabelecer quantas vezes a
unidade cabe na superficie dada”.

Assim, sabendo que a area do telhado da nossa casa ao medirmos, conforme

ilustra a Figura 3 a seguir, temos que sua area € de 75m?.
Figura 3 — Telhado da CASA

Fonte: Novidade Diaria

Deste modo, retomando a modelagem, temos algumas hipéteses (H1, H2, H3):

H1: a superficie € um retangulo.

De acordo, com lezzi, Dolce e Machado (2005, p. 256) temos que a “area de um
retangulo é igual ao produto do comprimento pela largura: area do retangulo = Comprimento
x Largura”.
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H2: a superficie € um triangulo.
A area de um triangulo é dada pela féormula (Area = (Base x Altura) / 2).
H3: a superficie € um circulo.

, w
Sabe-se que a area do circulo é calculada pela féormula (Area = x r?).

Segundo lezzi, Dolce e Machado (2005, p. 266) quando estamos interessados em
“‘medir a quantidade de espago ocupado por um sélido, escolhemos uma unidade e
verificamos quantas vezes ele cabe no sélido. A quantidade encontrada € chamada volume
do solido”.

Desta forma, analisando a Figura 4 a seguir observamos que o calculo do volume
de &gua de chuva ou agua pluvial é dada pela seguinte férmula (Chuva = Volume = Area(a)
x Altura(h) = m3).

Figura 4 — Calculo do Volume

CALCULO DO VOLUME DE AGUA DE CHUVA ou AGUA PLUVIAL
PLUVI@METRO

chuva = volume = area(a) x altura(h) = m®

No pluviometro
cada Tmm = 1L/m?

HHH‘\ I

1m = 100 cm L E
imm = 0.1 cm > _
volume = 100cm x 100cm x 0.1cm = 1000 cm*
volume = 1000cm® = 1000mlI = 1 litro

Fonte: Sempre Sustentavel

Com a informagéo que no pluviébmetro cada 1 mm = 1 L/m? e a area de captacéo de
agua da chuva, temos uma simplificagéo (S1):

S1: Ainclinacéo do telhado influencia na superficie de captacdo. No entanto, para
fins didaticos, sera desconsiderada.

Deste modo, caso o professor optaria em trabalhar com a primeira possibilidade,
onde o aluno devera calcular a area do telhado de sua casa para a realizagao da atividade.
Mas como isto pode ser perigoso para o aluno sem a ajuda e auxilio de um adulto, pelo fato
da altura da casa ser muito grande, se preocupamos com a integridade fisica do aluno,

assim sugerimos que 0 mesmo pode fazer o uso do astrolabio’.

' O astrolabio é instrumento que os antigos astrénomos usavam para medir o angulo dos corpos
celestes acima do horizonte. Consiste em um disco de metal suspenso por uma moldura, de sorte
que o disco permanecga vertical. O mesmo pode ser fabricado em casa. Para maiores informacdes
sobre a construcdo do astrolabio acesse: htto://criatividadeeciencia.bloaspbot.com.br/2011/04/aula-

UNIVERSIDADE TECNOLOGICA FEDERAL DO PARANA.

99



Il Semana da Matematica da UTFPR - Toledo
A matematica e seus caminhos: vencendo limites

Toledo, 04 a 8 de maio de 2015

1] f c

Assim, podemos calcular o quanto de agua da chuva o telhado foi capaz de coletar.

Com isso, chegamos a formula: f(a)=a.m (sendo a a area do telhado e m a quantia de mm
de chuva). Encontrada a férmula e com ajuda do calendario (Figura 2) podemos calcular
quantos litros de agua podem ser recolhidos e reutilizados em casa.

Um exemplo, de acordo com a Figura 2, € a marcagéo do pluvidmetro que registrou
no més de fevereiro 393,5mm. Sabemos ainda que area do telhado da nossa casa
representada na figura 3 € 75m2. Multiplicando a area do telhado por 393,5mm teremos o
volume de agua captado durante esse més.

Entéo, ao aplicarmos os valores na formula f(a)=a.m, teremos f(75)=75x395,5 (onde
30 m? é a area do telhado da casa e 395,5 mm de agua da chuva), que € igual a 29.625,5
litros de agua que podem ser recolhidos e reaproveitados no més.

Com tudo, para todos os efeitos esta atividade tem como propdsito conscientizar e
mobilizar os alunos quanto a economia de agua, sendo um dos motivos o fato da crise que
estamos passando em Sao Paulo com a falta de agua. Entretanto, caso ao contrario néo

teria a necessidade de realizar a atividade.

CONCLUSAO

A fim de realizar uma proposta de trabalho para os alunos dos anos iniciais do
ensino fundamental o trabalho foi fundamentado na modelagem matematica. Com o intuito
de introduzir aos alunos o contato com a modelagem e ainda abordar a importancia de
NOSSOS recursos naturais.

Com a captagéo da agua além dos alunos aprenderem os conteudos matematicos
e perceberem onde podem ser utilizados estes também percebem a importancia da agua e
uma maneira de preservagao dos mananciais.

Esta presente neste os conceitos basicos de modelagem e a partir deste foi

realizado o desenvolvimento da atividade de captagédo da agua da chuva, com esta atividade
podemos abordar os conteludos de medidas de area e volume.
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